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Re´sume´
Ce me´moire pre´sente mes travaux de recherche eﬀectue´s apre`s ma the`se, entre 2002 et
2008. Les the`mes principaux sont les e´quations aux de´rive´es partielles non-line´aires et des
proble`mes d’e´volutions de fronts ou d’interfaces. Il est organise´ en trois chapitres.
Le premier chapitre concerne l’e´volution de fronts avec une vitesse normale prescrite.
Pour e´tudier ce genre de proble`me, une premie`re approche, dite par lignes de niveaux,
consiste a` repre´senter le front comme une ligne de niveau d’une fonction auxiliaire u. Cette
approche rame`ne l’e´tude du proble`me d’e´volution ge´ome´trique a` un proble`me d’EDP
puisque u ve´riﬁe une e´quation de Hamilton-Jacobi. Quelques re´sultats dans le cas de
vitesses locales comme la courbure moyenne sont pre´sente´s mais la majorite´ des re´sultats
concerne le cas de vitesses non-locales de´crivant la dynamique des dislocations dans un
cristal ou mode´lisant l’asymptotique d’un syste`me de FitzHugh-Nagumo apparaissant en
biologie. Une approche diﬀe´rente, base´e sur des solutions de viscosite´ ge´ome´triques, est
utilise´e pour e´tudier des proble`mes de propagation de fronts apparaissant en optimisation
de formes. Le but est de trouver un ensemble optimal minimisant une e´nergie du type
capacite´ a` volume ou pe´rime`tre constant. L’ide´e est de de´former le bord d’un ensemble
donne´ avec une vitesse normale ade´quate de manie`re a` diminuer au plus son e´nergie. La
mise en oeuvre de cette ide´e ne´cessite la construction rigoureuse d’une telle e´volution pour
tout temps et la preuve de la convergence vers une solution du proble`me initial. De plus,
la de´croissance de l’e´nergie est obtenue le long du ﬂot.
Le deuxie`me chapitre de´crit des re´sultats d’unicite´, d’existence et d’homoge´ne´isation
pour des e´quations de Hamilton-Jacobi-Bellman. La majeure partie du travail eﬀectue´
concerne des e´quations provenant de proble`mes de controˆle stochastique avec des controˆles
non-borne´s. Les e´quations comportent alors des termes quadratiques par rapport au
gradient et les solutions e´tudie´es sont elles-meˆmes a` croissance quadratique. Des liens
entre ces solutions et les fonctions valeurs des proble`mes de controˆle correspondants sont
e´tablis. La seconde partie est consacre´e a` un the´ore`me d’homoge´ne´isation pour un syste`me
d’e´quations de Hamilton-Jacobi du premier ordre.
Le troisie`me et dernier chapitre traite d’un sujet un peu a` part, a` savoir le lien entre
les ﬂots de gradient et l’ine´galite´ de  Lojasiewicz. La principale originalite´ de ce travail
est de placer l’e´tude dans un cadre hilbertien pour des fonctions semiconvexes, ce qui
sort du cadre de l’ine´galite´ de  Lojasiewicz classique. Le principal the´ore`me produit des
caracte´risations de cette ine´galite´. Les re´sultats peuvent eˆtre pre´cise´s dans le cas des
fonctions convexes ; en particulier, un contre-exemple de fonction convexe ne ve´riﬁant pas
l’ine´galite´ de  Lojasiewicz est construit. Cette dernie`re ine´galite´ est relie´e a` la longueur
des trajectoires de gradient. Une borne de cette longueur est obtenue pour les fonctions
convexes coercives en dimension deux meˆme lorsque cette ine´galite´ n’est pas ve´riﬁe´e.
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Avant-Propos
Ce me´moire pre´sente les travaux re´alise´s depuis la ﬁn de ma the`se entre 2002 et 2008 en
occupant un poste de maˆıtre de confe´rences au Laboratoire de Mathe´matiques et Physique
The´orique de l’universite´ Franc¸ois Rabelais de Tours. La liste comple`te de mes travaux
se trouve page 61 et ces derniers apparaissent entre crochets dans le texte, nume´rote´s de
1 a` 20. Les re´fe´rences de 1 a` 6 sont celles d’articles e´crits pendant ma the`se, soutenue en
de´cembre 2001 sous la direction de Guy Barles. Les travaux nume´rote´s de 7 a` 20 sont ceux
que je de´cris dans ce me´moire et qui constitue mon Habilitation a` Diriger des Recherches.
Les re´fe´rences entre crochets note´es avec des lettres sont celles de la bibliographie ge´ne´rale
qui ﬁgure a` la ﬁn.
La notion de solutions de viscosite´ occupe une place centrale dans mes travaux. Comme
cette the´orie est maintenant bien connue et qu’il existe une litte´rature abondante sur le
sujet, j’ai choisi de ne pas la pre´senter pour ne pas rallonger le texte. Je renvoie le lecteur
aux ouvrages de Barles [Bar94], Bardi et Capuzzo Dolcetta [BCD97] pour les e´quations du
premier ordre. Meˆme s’il manque encore un traite´ re´cent et complet sur le second ordre,
on pourra consulter le ce´le`bre “User’s guide” de Crandall, Ishii et Lions [CIL92], les livres
de Fleming et Soner [FS93] et Koike [Koi04] et le cours de Barles [Bar97].
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1. Introduction
Mes re´sultats sont de´crits pre´cise´ment dans les paragraphes qui suivent. Dans cette
introduction, quitte a` sacriﬁer un peu a` la rigueur mathe´matique, j’expose les grandes
lignes des proble`mes e´tudie´s.
1.1. E´volution de fronts et e´quations de Hamilton-Jacobi. Les sujets centraux de
cette the`se sont les e´volutions de fronts (ou d’hypersurfaces) avec une vitesse normale
prescrite et les e´quations de Hamilton-Jacobi. Un lien entre ces deux notions apparaˆıt
naturellement quand on utilise l’approche par lignes de niveaux pour e´tudier l’evolution
d’un ouvert Ωt ⊂ RN dont le bord Γt (le front) e´volue avec une vitesse normale donne´e.
L’approche par lignes de niveaux est un outil central dans mon travail et est pre´sente´e
en de´tail dans le § 2 (on trouvera aussi les re´fe´rences principales sur le sujet). Donnons-
en tout de suite une ide´e qui permet d’e´clairer le lien avec les e´quations aux de´rive´es
partielles (EDP dans la suite). Imaginons que tout point x du front Γt e´volue avec une
vitesse VΩt(x)−→n Ωt(x), ou` −→n Ωt(x) est la normale unitaire sortante de Γt au point x (Γt
est “oriente´” par son “inte´rieur” Ωt). L’ide´e est alors d’introduire une fonction auxiliaire
u : RN × [0, T ] → R dans le but de repre´senter Γt via l’ensemble de niveau 0 de celle-ci.
Cela conduit a` de´ﬁnir u telle que
Pour tous t ≥ 0, u(·, t) = 0 sur Γt, u(·, t) > 0 dans Ωt et u(·, t) < 0 ailleurs.
La fonction u(·, t) ainsi de´ﬁnie est constante sur Γt ; un simple calcul donne alors les
relations suivantes :
−→n Ωt(x) = −
Du(x, t)
|Du(x, t)| et VΩt(x) =
∂u
∂t
(x, t)
|Du(x, t)| pour tout x ∈ Γt
(les signes viennent de l’orientation de Γt qui est traduite par le choix du signe de u dans
Ωt). On en de´duit alors l’EDP
∂u
∂t
(x, t) = V{u(·,t)>0}(x)|Du(x, t)| pour tout x ∈ Γt.(1.1)
Cette EDP est pose´e a priori sur Γt mais, pour les vitesses que l’on conside`re, on peut
l’e´tendre sur RN × (0, T ] ou` T est un temps ﬁnal (qui sera souvent +∞). Ce proble`me
d’e´volution est appele´e e´quation ge´ome´trique associe´e a` la vitesse V et est comple´te´ par une
donne´e initiale en t = 0 qui repre´sente le front initial (Ω0 est une donne´e du proble`me). Si
l’on est capable de re´soudre cette e´quation, on espe`re pouvoir retrouver l’objet ge´ome´trique
Γt en posant
Γt := {u(·, t) = 0} pour tout t ≥ 0.
A` ce niveau, il convient de pre´ciser que, meˆme pour les e´volutions les plus simples
qu’on puisse imaginer, les ensembles de´veloppent des singularite´s en temps ﬁni ou meˆme
des changements de topologie. Paralle`lement, on ne peut espe´rer trouver des solutions
re´gulie`res a` l’e´quation (1.1). On utilisera donc les solutions de viscosite´ pour re´soudre
(1.1) qui sont des solutions faibles qui conviennent bien a` ce genre de proble`mes fortement
non-line´aires.
Selon les vitesses conside´re´es, l’e´quation (1.1) prend diverses formes. Rappelons les plus
courantes et celles qui seront plus particulie`rement l’objet de notre attention.
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Le cas le plus simple est celui d’une vitesse ne de´pendant que du point x conside´re´ et du
temps t, i.e., V{u(·,t)>0}(x) = c(x, t) ou` c : RN × [0, T ]→ R est donne´e. Dans ce cas, (1.1)
se re´duit a` une des e´quations de Hamilton-Jacobi les plus simples, l’e´quation eikonale
∂u
∂t
(x, t) = c(x, t)|Du(x, t)| dans RN × [0, T ].(1.2)
Malgre´ sa simplicite´ et sa longue histoire, cette e´quation est encore au centre de nombreux
de´veloppements. En particulier nous avons duˆ en e´tudier des proprie´te´s tre`s ﬁnes pour
avancer dans la compre´hension de la dynamique des dislocations ou de proble`mes du type
FitzHugh-Nagumo.
Le second cas, peut-eˆtre le plus ce´le`bre, qui a e´te´ a` l’origine du de´veloppement de
l’approche par lignes de niveaux, est celui de l’e´volution d’hypersurfaces par courbure
moyenne. Si VΩt(x) est la moyenne des courbures principales de Γt au point x, (1.1) devient
une EDP parabolique de´ge´ne´re´e singulie`re du second ordre, l’e´quation de la courbure
moyenne
∂u
∂t
(x, t) = ∆u− 〈D
2uDu,Du〉
|Du|2 dans R
N × [0, T ].(1.3)
Cette e´quation a occupe´ une grande partie de mon travail de the`se. Nous avons cherche´
a` de´montrer l’unicite´ de solutions, sans conditions de croissances a` l’inﬁni, de l’e´quation
de courbure moyenne des graphes
∂v
∂t
(x, t) = ∆v − 〈D
2vDv,Dv〉
1 + |Dv|2 dans R
N × [0, T ](1.4)
en utilisant les proprie´te´s ge´ome´triques de cette e´quation ; en eﬀet, si v est solution de (1.4),
alors u(x, y, t) = v(x, t) − y est solution de (1.3) dans RN+1 × [0, T ], ce qui signiﬁe que
le graphe de v peut eˆtre vu comme un front e´voluant par courbure moyenne dans RN+1.
Cette interpre´tation nous a permis d’obtenir plusieurs re´sultats que nous rappelerons
brie`vement pour de´crire nos re´sultats les plus re´cents.
Conside´rons maintenant le cas de vitesses non-locales qui sont au coeur de mon travail.
Nous supposons que la vitesse gouvernant l’e´volution du front a la forme suivante
VΩt(x) = α(k ⋆ 1 Ωt(x, t)) + c1(x, t)(1.5)
ou` c1 est une vitesse du type de celle apparaissant dans (1.2), α : R → R est une
fonction donne´e, “⋆” repre´sente une convolution a` pre´ciser entre un noyau k et la fonction
caracte´ristique de l’ensemble Ωt. La vitesse e´crite sous cette forme n’est pas la plus ge´ne´rale
possible mais nous nous restreindrons a` cette forme qui englobe deux cas mode`les qui nous
inte´ressent.
Notons tout de suite que cette vitesse est non-locale dans le sens ou` la vitesse VΩt(x)
ne de´pend pas seulement des proprie´te´s locales (normale, courbure, etc.) de Γt au point x
mais, via la convolution, de l’ensemble Ωt tout entier. Ceci introduit bien suˆr une diﬃculte´
de taille pour l’e´tude de ce genre de proble`mes d’e´volution. Pour simpliﬁer les notations
et mettre en avant la de´pendance non-locale par rapport a` l’ensemble par le biais de sa
fonction caracte´ristique, nous e´crirons
c[1 Ωt ](x, t) := VΩt(x) = α(k ⋆ 1 Ωt(x, t)) + c1(x, t).(1.6)
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Nous conside´rerons ici deux proble`mes mode`les ou` la vitesse peut s’e´crire sous la forme
(1.5). Le premier est la dynamique des dislocations (voir § 2.3.1 pour des pre´cisions) pour
laquelle
c[1 Ωt ](x, t) = c0 ⋆ 1 Ωt(x) + c1(x, t),(1.7)
avec une convolution en espace seulement : c0 ∈ L1(RN) et
c0 ⋆ 1 Ωt(x) =
∫
RN
c0(x− y)1 Ωt(y)dy.(1.8)
L’e´quation ge´ome´trique associe´e est alors une e´quation eikonale non-locale,
∂u
∂t
(x, t) = c[1 {u≥0}](x, t)|Du(x, t)| dans RN × [0, T ].(1.9)
Le second proble`me mode´lise l’asymptotique d’un syste`me de FitzHugh-Nagumo (a` ce
sujet, quelques pre´cisions sont donne´es dans le § 2.3.2). Dans ce cas,
c[1 Ωt ](x, t) = α(v(x, t)),
ou` α est une fonction re´elle lipschitzienne et v est elle-meˆme solution d’une e´quation du
type (pour simpliﬁer)
∂v
∂t
−∆v = 1 Ωt dans RN × (0, T ).(1.10)
En utilisant la formule de repre´sentation pour l’e´quation de la chaleur (avec donne´e initiale
nulle), on en de´duit
v(x, t) = G ∗ 1 Ωt(x, t),(1.11)
ou` “∗” est la convolution usuelle (en espace-temps) et G est le noyau de Green classique.
On obtient bien alors une vitesse du type (1.5) et l’e´quation ge´ome´trique associe´e s’e´crit
comme (1.9) avec
c[1 {u≥0}](x, t) = α(G ∗ 1 {u≥0}(x, t)).(1.12)
Les proble`mes d’e´volutions de fronts ci-dessus (qu’ils soient locaux ou non-locaux)
peuvent eˆtre range´s dans deux classes suivant que l’e´volution est monotone ou pas.
Les e´volutions monotones sont celles ou` le principe d’inclusion est ve´riﬁe´. Cela signiﬁe
que si l’on de´marre de deux ensembles Ω10 et Ω
2
0 satisfaisant Ω
1
0 ⊂ Ω20 et qu’on les fait
e´voluer inde´pendamment avec la meˆme vitesse, on a
Ω10 ⊂ Ω20 =⇒ Ω1t ⊂ Ω2t pour tout t ≥ 0.(1.13)
Au moins formellement, le principe d’inclusion est vrai pour des vitesses ve´riﬁant la pro-
prie´te´ suivante :
Ω ⊂ Ω′ ⊂ RN et x ∈ ∂Ω ∩ ∂Ω′ =⇒ VΩ(x) ≤ VΩ′(x).(1.14)
Par exemple, cette proprie´te´ est ve´riﬁe´e pour le mouvement par courbure moyenne et pour
le mouvement traduit par (1.2). C’est e´galement le cas pour les proble`mes d’e´volution relie´s
a` l’optimisation de formes dont je parle dans la suite. En utilisant l’approche par lignes
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de niveaux et en notant u1 la solution de (1.1) repre´sentant Ω1 et u2 celle repre´sentant
Ω2, le principe d’inclusion (1.13) se traduit par
{u10 ≥ 0} ⊂ {u20 ≥ 0} =⇒ {u1(·, t) ≥ 0} ⊂ {u2(·, t) ≥ 0} pour tout t ≥ 0.
En remarquant qu’en fait, l’e´quation (1.1) est valable pour tous les ensembles de niveaux
de u1, u2, on obtient u1 ≤ u2 (si u10 ≤ u20). Autrement dit, on attend un principe de
comparaison pour (1.1) qui permet d’appliquer les techniques classiques des solutions de
viscosite´ pour construire des solutions (pour tous temps) de ce genre d’e´quations (et donc
des e´volutions ge´ne´ralise´es des proble`mes ge´ome´triques initiaux).
Les cas non-monotones sont ceux pour lesquels (1.13)-(1.14) sont mis en de´faut. C’est le
cas par exemple pour l’e´volution avec une vitesse e´gale a` l’oppose´e de la courbure moyenne.
Mais c’est e´galement le cas, et c’est ce qui nous inte´resse ici, pour les proble`mes non-locaux
introduits ci-dessus. Pour la dynamique des dislocations, une hypothe`se physique dit que∫
RN
c0 = 0,(1.15)
et par conse´quent, la condition (1.14) ne peut pas eˆtre toujours ve´riﬁe´. De meˆme, dans le
mode`le de FitzHugh-Nagumo la fonction α est seulement lipschitzienne ce qui n’est pas
suﬃsant pour obtenir (1.14).
Dans ce genre de proble`me non-monotone, les techniques classiques des solutions de
viscosite´ (construction d’une solution par la me´thode de Perron comme supremum de
sous-solutions) reposant sur le principe de comparaison sont inope´rantes. Nous utilisons
des the´ore`mes de points ﬁxes dans des espaces bien choisis. Pour l’unicite´, la proprie´te´ de
contraction est obtenue en e´tudiant de fac¸on ﬁne des proprie´te´s de re´gularite´ de fronts
gouverne´s par l’e´quation eikonale, et repose en particulier de manie`re cruciale sur une
borne infe´rieure de gradient obtenue pendant ma the`se pour cette dernie`re e´quation.
Elle permet d’e´tablir des estimations L1 pour les ensembles de niveaux de la solution
de (1.9) qui suﬃsent a` de´montrer des re´sultats d’unicite´ pour des vitesses positives (les
ensembles Ωt sont croissants pour l’inclusion par rapport au temps ; notons que (1.14)
n’est pas ne´cessairement ve´riﬁe´). Les re´sultats d’existence que nous avons de´montre´s sont
plus ge´ne´raux mais nous avons duˆ introduire une notion de solution faible.
1.2. E´volution de fronts apparaissant dans des proble`mes d’optimisation de
formes. L’optimisation de forme consiste a` trouver des ensembles qui minimisent une
fonction objectif donne´e. Plus pre´cise´ment on cherche a` re´soudre le proble`me
inf
Ω∈D
E(Ω),(1.16)
ou` D est un sous-ensemble des ensembles borne´s de RN (pouvant prendre en compte
des contraintes) et E : D → R est donne´ (on l’appelera souvent e´nergie). Ce proble`me
est tre`s ge´ne´ral et donne lieu a` de nombreuses applications, voir les ouvrages de Allaire
[All02, All07], Henrot et Pierre [HP05] et les re´fe´rences qu’ils contiennent.
Notre motivation dans ce the`me provient des travaux nume´riques de Allaire, Jouve et
Toader [AJT04] qui ont utilise´ l’approche suivante. Pour re´soudre (1.16), ils de´marrent
d’un ensemble donne´ Ω0 quelconque et ils de´forment le bord Γ0 de Ω0 de fac¸on a` diminuer
l’e´nergie, au moins formellement. Ils obtiennent ainsi une famille (Ωt)t≥0 (de´marrant de
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Ω0) qui est cense´e e´voluer vers un minimum de l’e´nergie E, c’est-a`-dire une solution de
(1.16). Cette me´thode a produit de bons re´sultats nume´riques. Le but de notre travail e´tait
de justiﬁer cette approche, au moins dans deux cas mode`les conduisant a` des e´volutions
monotones (au sens du paragraphe pre´ce´dent).
De´crivons l’approche qui nous inte´resse dans le cadre de notre premier cas, celui de la
minimisation de la capacite´ d’un ensemble sous une contrainte de volume :
inf
S⊂⊂Ω⊂⊂RN
{capS(Ω) avec vol(Ω) = constante}.(1.17)
L’ensemble S, appele´ la source, est un compact de RN non vide dont le bord est de classe
C2 qui est ﬁxe´ une fois pour toute. Pour deux ensembles A,B de RN , la notation A ⊂⊂ B
signiﬁe que l’adhe´rence A de A est incluse dans l’inte´rieur intB de B. On cherche donc
un inﬁmum parmi les ensembles borne´s Ω qui contiennent “strictement” S. Pour exposer
le proble`me simplement, supposons que Ω ait un bord de classe C1,1. Dans ce cas
capS(Ω) =
∫
Ω\S
|∇v(x)|2dx et vol(Ω) =
∫
Ω\S
dx(1.18)
ou` v est solution du proble`me elliptique −∆v = 0 dans Ω \ S,v = 1 sur ∂S,
v = 0 sur ∂Ω.
(1.19)
On peut calculer les de´rive´es de formes de la capacite´ et du volume le long d’une de´-
formation de Ω par un champ de vecteur
−→
Θ : RN → RN . Les formules de Hadamard
donnent
cap′S(Ω)(
−→
Θ) = −
∫
∂Ω
|Dv(σ)|2〈−→Θ(σ),−→n Ω(σ)〉dσ et vol′(Ω)(−→Θ) =
∫
∂Ω
〈−→Θ(σ),−→n Ω(σ)〉dσ,
ou` dσ est la mesure surfacique de ∂Ω et −→n Ω est la normale exte´rieure a` Ω. On remarque
qu’on retrouve le fait que, lorsqu’on de´forme Ω suivant la normale sortante (i.e., si l’on
“grossit” Ω), la capacite´ est de´croissante et le volume est croissant. Ces formules nous
permettent d’exprimer les conditions ne´cessaires d’optimalite´ du proble`me (1.17) : il existe
un multiplicateur de Lagrange ℓ > 0 tel que
cap′S(Ω)(
−→
Θ) + ℓ vol′(Ω)(
−→
Θ) = 0.
Il est alors naturel d’introduire
Eλ(Ω) = vol(Ω) + λ capS(Ω)
(ou` λ = 1/ℓ) et de remarquer que le choix de de´formation
−→
Θ(x) =
−→V Ω(x) = −
(
1− λ|Dv(x)|2)−→n Ω(x)(1.20)
est une direction de descente ou un ﬂot de gradient pour Eλ :
E ′λ(Ω)(
−→V Ω) = −
∫
∂Ω
(
1− λ|Dv(σ)|2)2 dσ ≤ 0.
Ainsi, obtient-on, au moins formellement, une strate´gie pour re´soudre le proble`me d’op-
timisation (1.17) : on ﬁxe un ensemble S ⊂⊂ Ω0 ⊂⊂ RN quelconque et on est ramene´ a`
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e´tudier le proble`me d’e´volution (Ωt)t≥0 avec une vitesse normale
−→V Ωt donne´e par (1.20)
(ou`, pour chaque t, v est la solution de (1.19) dans Ωt \ S). La limite
Ω∞ := lim
t→+∞
Ω(t),(1.21)
si elle existe, apparaˆıt comme un candidat naturel pour la solution de (1.17). Remarquons
de plus que, si x ∈ ∂Ω∞, alors −→V Ω∞(x) = 0 ce qui entraˆıne que Ω∞ est solution du
proble`me a` frontie`re libre suivant, dit proble`me de Bernoulli exte´rieur,
Trouver K ⊂⊂ RN tel que S ⊂⊂ K et |Dv(x)| = 1√
λ
pour tout x ∈ ∂K,(1.22)
ou` v est la solution de (1.19) dans K \ S. Ce dernier proble`me a une longue histoire en
physique et plus particulie`rement en e´lectrostatique, voir l’article de re´fe´rence de Flucher
et Rumpf [FR97].
Notre travail a consiste´ a` de´ﬁnir rigoureusement des solutions Ωt du proble`me d’e´volu-
tion ; ce proble`me est non-local a` cause du terme |Dv|2 dans la vitesse qui de´pend de tout
l’ensemble Ωt a` travers (1.19). Ce terme sera appele´ terme de Hele-Shaw, en re´fe´rence au
proble`me d’e´volution du meˆme nom lorsque
−→V Ωt(x) = |Dv(x)|2−→n Ωt(x).(1.23)
Ce proble`me d’e´volution apparaˆıt lorsqu’on injecte un liquide visqueux au niveau de la
source S entre deux plaques de verres peu e´carte´es et qu’on regarde l’expansion Ωt de ce
liquide. D’autre part, en utilisant le principe du maximum pour (1.19), il n’est pas diﬃcile
de voir que (1.14) est ve´riﬁe´ et que le proble`me est donc monotone.
Comme il n’est pas aise´ de travailler avec l’approche par lignes de niveaux dans ce
genre de proble`me (le terme d’Hele-Shaw n’a pas de repre´sentation explicite), nous avons
pre´fe´re´ utiliser une notion de solutions de viscosite´ ge´ome´triques introduite par Cardalia-
guet qui permet de travailler au niveau des ensembles (au lieu des fonctions). Le principe
de comparaison pour les sous- et sur-solutions est alors remplace´ par le principe d’inclu-
sion (1.13). La preuve de ce dernier est la pierre angulaire de notre travail [10] et plus
ge´ne´ralement de ce type de proble`mes monotones. L’existence de solutions en de´coule
facilement par des techniques classiques.
Dans le cas ou` la source S est e´toile´e, nous pouvons prouver l’unicite´ de la solution du
proble`me limite (1.22), ce qui est une question de´licate en ge´ne´ral. A` l’aide de la me´thode
des semi-limites relaxe´es (classique en solutions de viscosite´ et qui permet de passer a` la
limite avec tre`s peu d’estimations), nous de´montrons la convergence (1.21) ce qui termine
la premie`re partie du travail.
La seconde partie [11], consiste essentiellement a` prouver que l’e´nergie de´croˆıt le long
du ﬂot Ωt. Cette proprie´te´ justiﬁe dans un sens la terminologie “ﬂot de gradient de Eλ”
pour les Ωt. La diﬃculte´ pour e´tablir la de´croissance de t 7→ Eλ(Ωt) vient du fait que les
solutions de viscosite´, si elles sont tre`s bien adapte´es au proble`me d’e´volution non-line´aire
et non-local (1.20), ont peu de choses a` voir avec une notion variationnelle comme la
capacite´. Ces solutions ont peu de re´gularite´ et donc la capacite´ ne peut plus eˆtre de´ﬁnie
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par (1.18)-(1.19). La de´ﬁnition est remplace´e par
capS(Ω) = inf
{∫
Ω\S
|∇v|2 : v ∈ H10 (Ω), v = 1 sur S
}
,(1.24)
si Ω est seulement ouvert et meˆme par une de´ﬁnition un peu plus complique´e (que nous
ne donnerons pas ici) dans le cas d’un ensemble borne´ ge´ne´ral comme ceux avec lesquels
nous travaillons. Ceci explique pourquoi le calcul de l’e´nergie et, a` plus forte raison, la
preuve de sa de´croissance, est diﬃcile.
Il a donc e´te´ ne´cessaire d’e´tudier le lien entre nos solutions et les solutions variationnelles
du proble`me (1.17) reformule´ comme
inf
S⊂⊂Ω⊂⊂RN
{vol(Ω) + λ capS(Ω)}.(1.25)
Pour cela, nous avons utilise´ la notion de mouvements minimisants, introduite par Alm-
gren, Taylor et Wang [ATW93], qui consiste a` approcher les solutions ge´ne´ralise´es de
(1.20) par une suite de proble`mes variationnels pour lesquels la de´croissance de l’e´nergie
est facile a` obtenir.
Mentionnons, pour terminer, que [10] a e´te´ e´crit dans un cadre plus ge´ne´ral qui, outre
(1.17), comprend aussi le proble`me
inf
S⊂⊂Ω⊂⊂RN
{capS(Ω) avec per(Ω) = constante},(1.26)
qui, comme ci-dessus peut-eˆtre reformule´ comme
inf
S⊂⊂Ω⊂⊂RN
{per(Ω) + λ capS(Ω)}.(1.27)
La de´rive´e de forme du pe´rime`tre fait intervenir la courbure moyenne ; le probleme d’e´volution
correspondant est alors
−→V Ωt(x) =
(
HΩt(x) + λ|Dv(x)|2
)−→n Ωt(x),(1.28)
ou` HΩt(x) = Trace(D
−→n Ωt(x)) est la courbure moyenne de ∂Ωt en x (ne´gative pour les
ensembles convexes). Le proble`me limite est un proble`me de Bernoulli exte´rieur ge´ne´ralise´
avec des termes de courbure. Ce cas rend l’e´tude bien plus de´licate. En particulier, nous
avons duˆ de´velopper une version ge´ome´trique non-locale du Lemme matriciel d’Ishii
[CIL92, Theorem 8.3] qui a e´te´ e´nonce´ sous une forme ge´ne´rale pour servir a` d’autres
applications.
1.3. E´quation de Hamilton-Jacobi, controˆle stochastique et homoge´ne´isation
de syste`mes. Les travaux [9, 19, 15] traitent de questions plus classiques en EDP : nous
montrons des re´sultats d’unicite´, d’existence et d’homoge´ne´isation pour des e´quations de
Hamilton-Jacobi-Bellman.
Dans les deux premiers travaux, nous conside´rons une e´quation du type −
∂u
∂t
+G(x, t,Du,D2u) +H(x, t, u,Du,D2u) = 0 dans RN × (0, T ),
u(x, T ) = ψ(x) dans RN ,
(1.29)
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ou` T > 0 est une constante et ψ est une condition terminale ﬁxe´e. Je pre´fe`re e´noncer le
proble`me d’e´volution avec condition terminale (a` la place d’une condition initiale) car les
proble`mes relie´s a` cette e´quation s’e´crivent plus simplement (voir ci-dessous).
Nous allons de´crire deux e´quations types ; la premie`re est relie´e a` des proble`mes de
controˆle stochastique et la seconde provient de la the´orie des e´quations diﬀe´rentielles
stochastiques re´trogrades (EDSR dans la suite). Ce deux domaines tiennent une place
importante en mathe´matiques ﬁnancie`res, me´canique, the´orie du controˆle risque-sensitif,
jeux diﬀe´rentiels, etc. (voir les re´fe´rences dans le § 3.3).
Avant de pre´senter chaque type d’EDP, expliquons leurs spe´ciﬁcite´s communes. Les
EDP (1.29) conside´re´es sont fortement non-line´aires, e´ventuellement de´ge´ne´re´es. La no-
tion de solution bien adapte´e a` ce type d’e´quations est la notion de solutions de viscosite´.
Le contexte “classique” de cette the´orie (cf. [CIL92, FS93]) est celui des solutions uni-
forme´ment continues. Ici, nous sortons de ce cadre en prenant des donne´es terminales
non-borne´es (et non uniforme´ment continues) et en cherchant des solutions e´galement
non-borne´es (ni infe´rieurement ni supe´rieurement) a` l’e´quation pose´e dans l’espace RN
tout entier. Pour espe´rer obtenir des re´sultats de comparaison, nous remplac¸ons alors
les donne´es au bord, qui apparaissent lorsqu’on travaille dans un ouvert borne´, par des
conditions a` l’inﬁni. Ici, pour simpliﬁer l’expose´, nous nous placerons dans un cadre qua-
dratique en travaillant avec des fonctions ψ, u a` croissance au plus quadratique (ou sous-
quadratiques, dans un sens qui sera pre´cise´, voir (3.1) et (3.2)). La seconde spe´ciﬁcite´,
qui induit une diﬃculte´ pour l’e´tude de ces e´quations, est qu’elles comportent une non-
line´arite´ sur-line´aire par rapport au gradient (je me restreindrai ici aussi au cas quadra-
tique). Dans le contexte des proble`mes de controˆle stochastique, cela correspond, comme
nous allons le voir, a` des proble`mes avec controˆles non-borne´s.
Commenc¸ons par exposer le premier cas mode`le ou` G est un hamiltonien concave qui
a la forme
G(x, t, p,X) = inf
β∈B
{
−1
2
Trace
[
c(x, t, β)cT (x, t, β)X
]− 〈g(x, t, β), p〉 − f(x, t, β)}(1.30)
et H est un hamiltonien convexe
H(x, t, p,X) = sup
α∈A
{
−1
2
Trace
[
σ(x, t, α)σT (x, t, α)X
]− 〈b(x, t, α), p〉 − ℓ(x, t, α)}(1.31)
(qui ne de´pend pas de u). Nous permettons que l’un des ensembles A ou B soit non-
borne´ ce qui peut induire une non-line´arite´ sur-line´aire par rapport a` Du comme annonce´
ci-dessus (voir (1.36) par exemple).
Les EDP (1.29) avec (1.30)-(1.31) correspondent, au moins formellement, a` des proble`-
mes de controˆle stochastiques. Expliquons-le a` travers l’exemple fondamental du proble`me
line´aire quadratique stochastique, qui est le proble`me mode`le de [9]. Soit (Wt)t≥0 un
mouvement brownien (multi-dimensionnel) de´ﬁni sur l’espace probabilise´ (Ω,F , P ) muni
d’une ﬁltration adapte´e (Ft)t≥0. Conside´rons l’e´quation diﬀe´rentielle stochastique line´aire{
dXs = [b1(s)Xs + b2(s)αs]ds+ [σ1(s)Xs + σ2(s)αs]dWs, for t ≤ s ≤ T,
Xt = x,
(1.32)
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ou` b1(t), b2(t), σ1(t), σ2(t) sont des matrices donne´es de tailles ade´quates, αs est un controˆle
(Ft-progressivement mesurable) a` valeurs dans RM etXs est la solution (adapte´e) de (1.32)
associe´e au controˆle αs. Le but du proble`me line´aire quadratique est de minimiser le couˆt
quadratique
inf
αs
E
{∫ T
t
[〈Xs, ℓ1(s)Xs〉+ ℓ2|αs|2] ds+ 〈XT , ψ1XT 〉
}
:= V (x, t),(1.33)
appele´ fonction valeur du proble`me ; ℓ1(t) et ψ1 sont des matrices carre´es de la taille qu’il
faut et ℓ2 > 0 est une constante. L’e´quation de Hamilton-Jacobi-Bellman associe´e (au
moins formellement) a` ce proble`me est (1.29) si on pose
A = RM (non borne´), ψ(x) = 〈x, ψ1x〉, G = 0,
b(x, t, α) = b1(t)x+b2(t)α, σ(x, t, α) = σ1(t)x+σ2(t)α, ℓ(x, t, α) = 〈x, ℓ1(t)x〉 + ℓ2|α|2.
Si, de plus,
σ2(t) = 0,(1.34)
alors, un calcul pre´cis des termes de (1.29) donne
−∂u
∂t
− 1
2
Trace
[
(σ1(t)x)(σ1(t)x)
TD2u
]− 〈b1(t)x,Du〉 − 〈x, ℓ1(t)x〉(1.35)
+
1
4ℓ2
|b2(t)TDu|2 = 0,
ou` apparaˆıt un terme quadratique (convexe) par rapport au gradient car
sup
α∈Rk
{
− 〈b2(t)α,Du〉 − ℓ2|α|2
}
=
1
4ℓ2
|b2(t)TDu|2.(1.36)
Le cas (1.34), ou plus ge´ne´ralement lorsque la matrice de diﬀusion σ dans H est borne´e
par rapport au controˆle, est le cas que nous arrivons a` traiter dans [9] : nous prouvons la
comparaison entre les sous- et sur-solutions de (1.35) a` croissance au plus quadratique.
La me´thode de Perron nous donne alors l’existence et l’unicite´ d’une solution de viscosite´
continue pour des temps petits. De plus, nous prouvons rigoureusement que la fonction
valeur V donne´e par (1.33) est l’unique solution de viscosite´ de (1.35), ce qui n’est pas
e´vident pour des proble`mes de controˆle non borne´s.
Si maintenant, σ2 6= 0 dans le proble`me line´aire quadratique pre´ce´dent, alors la de´ﬁnition
de l’hamiltonien H devient elle-meˆme proble´matique ; pour ﬁxer les ide´es, supposons que
b1 = 0, σ1 = 0, ℓ1 = 0, b2, σ2 sont des matrices identite´s et ℓ2 = 1. Alors
H(x, t,Du,D2u) = sup
α∈RM
{
− 〈α,Du〉 − |α|2 − |α|
2
2
∆u
}
est e´gal a` +∞ de`s que ∆u ≤ −2. Le lien entre le proble`me de controˆle stochastique
est l’e´quation d’Hamilton-Jacobi dans ce cas n’est pas clair. En ge´ne´ral, la me´thode de
re´solution utilise la the´orie du controˆle et ne´cessite des connaissances a priori sur la forme
de la fonction valeur (c’est une fonction quadratique en espace avec la bonne concavite´
par exemple), ce que nous ne voulons pas utiliser. Nous renvoyons le lecteur au livre de
Yong et Zhou [YZ99] pour des de´tails. A` notre connaissance, le seul travail qui n’impose
pas d’hypothe`ses sur la fonction valeur est celui de Krylov [Kry01] ; pour cela, il suppose
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que toutes les donne´es sont des polynoˆmes quadratiques ce qui lui permet de prouver, par
un calcul “alge´brique”, que la fonction valeur est elle-meˆme quadratique. En particulier il
peut traiter le proble`me line´aire quadratique (1.32)-(1.33) mais son approche repose sur
la forme particulie`re des donne´es et ne peut eˆtre e´tendue a` un cadre plus ge´ne´ral. Dans
[19], nous arrivons a` traiter des cas plus ge´ne´raux mais pour des solutions strictement
sous-quadratiques en espace.
Le deuxie`me type d’EDP que nous traitons dans [19] est le cas ou`
G(x, t, p,X) = −1
2
Trace
[
σ(x, t)σT (x, t)X
]− 〈b(x, t), p〉(1.37)
est line´aire et
H(x, t, u, p,X) = f(x, t, u, σ(x, t)p)(1.38)
est un hamiltonien du premier ordre convexe en p. Cette EDP est relie´e aux EDSR in-
troduites par Pardoux et Peng [PP90] qui ont montre´ l’existence et l’unicite´ de solutions
pour des EDSR a` coeﬃcients lipschitziens (ce qui revient a` dire que f ci-dessus est lip-
schitzien dans ses deux dernie`res variables). De plus ils ont e´tabli le lien entre la solution
de l’EDSR et l’EDP (1.29) avec (1.37)-(1.38), e´tablissant une grille de lecture commode
entre les solutions des EDSR et celles des EDP.
Ce travail a ensuite e´te´ ge´ne´ralise´ au cas ou` f est quadratique par rapport a` sa dernie`re
variable par Kobylanski [Kob00] mais pour des solutions borne´es. Re´cemment Briand et
Hu [BH08] ont prouve´ l’existence et l’unicite´ des solutions quadratiques pour les EDSR.
Notre but est de prouver l’unicite´ pour la partie EDP sous les hypothe`ses qui corres-
pondent a` celles de [BH08] et, plus ge´ne´ralement, d’essayer de ge´ne´raliser la partie EDP
de [Kob00] dans le cas des solutions non-borne´es.
Le dernier travail qui correspond a` ce the`me concerne l’homoge´ne´isation de syste`mes
d’e´quations de Hamilton-Jacobi du premier ordre{
∂uεi
∂t
+Hi(x,
x
ε
, uε, Duεi) = 0 pour (x, t) ∈ RN × (0, T ],
uεi (x, 0) = u0,i(x) pour x ∈ RN ,
1 ≤ i ≤M,(1.39)
ou` les hamiltoniens Hi(x, y, r, p) sont pe´riodiques par rapport a` y, coercifs par rapport a`
p et satisfont des proprie´te´s d’uniforme continuite´. Les donne´es initiales u0,i sont borne´es
uniforme´ment continues (BUC dans la suite). Le cadre ge´ne´ral est donc (pratiquement) le
cadre de de Lions, Papanicolau et Varadhan [LPV86]. L’originalite´ provient du couplage
entre les e´quations (qui intervient au niveau de la variable r ∈ RM). Nous supposons
que le syste`me satisfait une hypothe`se de monotonie, voir (3.8), qui permet d’obtenir
un re´sultat de comparaison, et par suite, d’obtenir l’existence et l’unicite´ d’une solution
uε = (uε1, · · · , uεM).
Nous prouvons que, lorsque ε → 0, uε converge vers une solution de viscosite´ BUC
u = (u1, · · · , uM) du syste`me homoge´ne´ise´{
∂ui
∂t
+H i(x, u,Dui) = 0 pour (x, t) ∈ RN × (0, T ],
ui(x, 0) = u0,i(x) pour x ∈ RN ,
1 ≤ i ≤M.(1.40)
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Les hamiltoniens eﬀectifs Hi sont caracte´rise´s par des proble`mes cellulaires classiques.
Nous montrons qu’ils he´ritent de proprie´te´s similaires a` celles des Hi (en particulier
le syste`me limite est encore monotone) ce qui permet d’avoir de l’unicite´ pour (1.40)
et de prouver la convergence en adaptant la me´thode de la fonction-test perturbe´e de
Evans [Eva89]. Notons que, contrairement aux papiers pre´ce´dents qui traitent de l’ho-
moge´ne´isation des syste`mes (Evans [Eva89] et Shimano [Shi06]), nous ne pe´nalisons pas
le couplage ce qui implique que le proble`me homoge´ne´ise´ est encore un syste`me.
1.4. Ine´galite´ de  Lojasiewicz pour des fonctions convexes et liens avec le ﬂot
de gradient. L’ine´galite´ de  Lojasiewicz [ Loj63] provient de la ge´ome´trie alge´brique re´elle
et peut eˆtre formule´e de la fac¸on suivante : si f : RN → R est une fonction analytique
re´elle et x¯ ∈ f−1(0) est un point critique de f, alors il existe des constantes ρ ∈ [1/2, 1)
et C > 0 telles que
||∇f(x)|| ≥ C|f(x)|ρ pour x dans un voisinage U de x¯.(1.41)
Cette ine´galite´, qui repose sur des proprie´te´s profondes des fonctions analytique, a e´te´
e´norme´ment e´tudie´e et ge´ne´ralise´e. La raison en est l’e´norme potentiel d’applications
en optimisation (convergence d’algorithmes) ou pour l’e´tude asymptotique d’e´quations
diﬀe´rentielles ou d’EDP.
 Lojasiewicz ([ Loj84]) l’a initialement utilise´e pour prouver la convergence vers l’e´quilibre
des trajectoires de gradient borne´es
γ˙(t) = −∇f(γ(t)), t ≥ 0,(1.42)
pour une fonction analytique f : RN → R.Au meˆme moment, Simon [Sim83] l’a ge´ne´ralise´e
au cadre de fonctionnelles analytiques f : H → R ou` H est un espace de Hilbert de di-
mension inﬁnie, ouvrant la voie a` son utilisation dans la the´orie asymptotique des EDP.
Meˆme si ce n’est pas le sujet de notre e´tude, illustrons l’importance de l’ine´galite´ de
 Lojasiewicz dans les applications en de´crivant brie`vement le cadre du travail de Simon
(suivi par de nombreux autres travaux, voir § 4.3). Soient V,H des espaces de Hilbert
tels que V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′ et conside´rons une solution u ∈ C1([0,+∞)) de l’e´quation
d’e´volution
du
dt
+ E ′(u(t)) = 0, u(0) = u0,(1.43)
ou` E : V → R est une fonctionnelle analytique. Alors, si u¯ ∈ V est un point critique
de E (c’est-a`-dire que u¯ satisfait l’e´quation stationnaire E ′(u¯) = 0) et que l’ine´galite´ de
 Lojasiewicz est ve´riﬁe´e dans un voisinage de u¯ contenant u0, on obtient ||u(t)− u¯||H → 0
quand t → +∞ (et la vitesse de convergence est exponentielle). Dans les re´fe´rences du
§ 4.3, on trouve des applications a` l’e´quation de la chaleur semi-line´aire, l’e´quation des
ondes, de Cahn-Hilliard, etc.
Revenons a` l’ine´galite´ de  Lojasiewicz, ou plus pre´cise´ment a` l’ine´galite´ de Kurdyka-
 Lojasiewicz (4.1), qui est une ge´ne´ralisation propose´e par Kurdyka. Il a remarque´ que,
sous cette nouvelle forme, (1.41) e´tait ve´riﬁe´e par une classe de fonctions plus large que
les fonctions analytiques (les fonctions C1 dont le graphe appartient a` une structure o-
minimale). Bolte, Daniilidis et Lewis [BDL06a] ont remarque´ que cette nouvelle ine´galite´
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e´tait bien adapte´e au contexte des fonctions non-lisses qui ont une grande importance en
optimisation (par exemple, (1.42) s’e´crit tre`s bien a` l’aide d’inclusions diﬀe´rentielles pour
de´ﬁnir les trajectoires de gradient de certaines fonctions non-lisses).
Le but de [18] est de mieux comprendre l’ine´galite´ de Kurdyka- Lojasiewicz dans le
cadre hilbertien non-lisse pour pouvoir englober le maximum d’applications dans le futur.
Nous e´tablissons plusieurs caracte´risations de cette ine´galite´ a` l’aide de proprie´te´s des
trajectoires de gradients de la fonction et de sa re´gularite´ me´trique. Ces re´sultats sont
pre´cise´s dans la cas des fonctions convexes. Nous obtenons une condition suﬃsante pour
qu’une fonction convexe satisfasse l’ine´galite´ de Kurdyka- Lojasiewicz (elle ne doit pas eˆtre
“trop plate” au voisinage de son minimum) et construisons un contre-exemple de fonction
convexe ne satisfaisant pas cette ine´galite´.
Au cours de ce travail, la longueur des trajectoires de gradient a occupe´ une place
importante.  Lojasiewicz avait de´ja` prouve´ que la longueur des trajectoires de gradient
d’une fonction satisfaisant (1.41) e´tait ﬁnie. La re´ciproque est fausse, on a besoin que
toutes les trajectoires de gradient par morceaux de la fonction soient de longueur ﬁnie
pour que (1.41) soit vraie (voir The´ore`me 4.1). Ne´anmoins, dans le cas convexe qui nous
a occupe´, nous nous sommes pose´s la question suivante : les trajectoires de gradient d’une
fonction convexe sont-elles toujours de longueur ﬁnie ?
Il existe peu de travaux sur le sujet a` part un re´sultat de Bre´zis [Bre´71] dans le cadre
hilbertien qui re´pond par l’aﬃrmative si l’ensemble des minima de la fonction convexe est
d’inte´rieur non vide. Nous pouvons, d’autre part, de´duire d’un contre-exemple de Baillon
[Bai78] que ce n’est pas toujours vrai en dimension inﬁnie. Mais le cas, apparemment
simple, d’une fonction convexe R2 → R avec un unique minimum e´tait non re´solu. Le
re´sultat le plus marquant de [20] est de prouver que les trajectoires de gradient sont
de longueur ﬁnie pour une fonction quasiconvexe (donc en particulier pour une fonction
convexe). La preuve est malheureusement particulie`re a` la dimension 2. Nous cherchons
toujours a` re´pondre a` cette question en dimension strictement supe´rieure a` 2.
2. Propagation de fronts avec vitesse normale prescrite
Le type de proble`me qui nous interesse est le suivant. Soit Ω0 un ouvert re´gulier de R
N
et de´signons par Γ0 l’hypersurface ∂Ω0. On appelle Ω0 “l’inte´rieur” de Γ0 ce qui permet de
de´ﬁnir une normale oriente´e sortante −→n Ω0(x) en tout point x ∈ Γ0 (qui pointe hors de Ω0) ;
l’ouvert Ω˜0 := (Ω0 ∪ Γ0)C sera appele´ l’exte´rieur de Γ0. La seconde forme fondamentale
de Γ0 en x sera note´e D
−→n Ωt(x) (elle ne de´pend pas de l’orientation choisie).
De´marrant de cette partition de RN , on cherche a` e´tudier l’e´volution (Ωt, Ω˜t,Γt)t≥0 avec
un vitesse normale prescrite
−→V Ωt(x) = VΩt(x)−→n Ωt(x) = h
(
x, t,−→n Ωt(x), D−→n Ωt(x),Ωt
) −→n Ωt(x),(2.1)
ou` h est une loi d’e´volution scalaire donne´e.
Pour des introductions aux proble`mes de propagation de front et une liste de la grande
varie´te´ de proble`mes auxquels ils s’appliquent, voir les livres [BCE+97] et Giga [Gig06]
ainsi que Barles, Soner et Souganidis [BSS93] et Souganidis [Sou95].
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En ge´ne´ral, sauf pour des donne´es tre`s re´gulie`res et des temps petits, il y a peu d’espoir
de trouver des solutions re´gulie`res. Meˆme dans les cas les plus simples (par exemple
h ≡ 1), ces e´volutions de´veloppent des singularite´s en temps ﬁni, la topologie du front
peut changer (apparition ou disparition de composantes connexes, extinction, etc.) D’autre
part, les e´volutions conside´re´es sont fortement non-line´aires et parfois non-locales. Enﬁn,
dans de nombreux cas, nous aurons besoin de relaxer la re´gularite´ sur les donne´es initiales
et/ou la loi d’e´volution et de pouvoir quand meˆme donner un sens a` l’e´volution. Ces
diﬃculte´s rendent de´licates l’e´tude de (2.1) a` l’aide des outils de la ge´ome´trie classique
(pour la courbure moyenne, il existe ne´anmoins les travaux de Huisken [Hui84], Gage et
Hamilton [GH86]).
Il est donc ne´cessaire d’introduire des notions de solutions faibles. Celles que nous
allons de´crire et utiliser sont les suivantes. En premier lieu, la plus ce´le`bre est sans doute
l’approche par lignes de niveau qui est une approche analytique de´veloppe´e par Evans et
Spruck [ES91] et Chen, Giga et Goto [CGG91]. Elle remplace le proble`me ge´ome´trique
par une EDP, l’e´quation ge´ome´trique associe´e au mouvement, qui est re´solue a` l’aide
des solutions de viscosite´. Lorsqu’il est malaise´, ou impossible, d’e´crire cette EDP, nous
utiliserons les “solutions de viscosite´ ge´ome´triques” introduites par Cardaliaguet [Car00,
Car01] ; cette notion est plus ge´ome´trique et permet un va-et-vient fructueux entre la
ge´ome´trie et l’analyse. Nous serons aussi amene´s a` parler de mouvements minimisants
(voir Almgren, Taylor et Wang [ATW93], Ambrosio [Amb95]) pour faire le lien entre des
solutions variationnelles et les solutions de viscosite´ ge´ome´triques. Dans [13] nous avons
introduit une autre notion de solutions faibles ; elle est inspire´e par l’approche par lignes
de niveaux et nous l’utilisons dans des cas d’e´volutions non-monotones.
Enﬁn, il existe d’autres notions de solutions dont nous ne parlerons pas ici : les solutions
de Brakke [Bra78] de´ﬁnies a` l’aide de courants, les solutions barrie`res (De Giorgi [DG90],
Ilmanen [Ilm93b], Bellettini et Novaga [BN00]), des limites singulie`res d’e´quations de
re´action-diﬀusion (De Mottoni et Schatzman [DMS95], Bronsard et Kohn [BK91]), des so-
lutions de viscosite´ ge´ome´triques se rapprochant un peu de celle que nous utilisons (Barles
et Souganidis [BS98]), etc. Pour des liens entre ces diﬀe´rentes notions de solutions, voir
Evans, Soner et Souganidis [ESS92], Ilmanen [Ilm93a, Ilm94] et Evans et Spruck [ES95]
et [BN00].
2.1. L’approche par lignes de niveaux. Supposons pour le moment qu’on puisse
de´ﬁnir une e´volution classique pour (2.1) (les ensembles en jeu sont au moins C2, e´voluent
de fac¸on C1 et satisfont (2.1)). L’approche par lignes de niveaux consiste a` introduire une
fonction auxiliaire u : RN × [0,+∞)→ R telle que, pour tout t ≥ 0,
u(·, t) = 0 sur Γt, u(·, t) > 0 dans Ωt et u(·, t) < 0 dans Ω˜t.(2.2)
Supposons de plus que u est elle-meˆme re´gulie`re dans un voisinage de ∪t≥0Γt×{t}. Comme
elle est constante sur Γt et positive dans Ωt (“l’inte´rieur”), on obtient la relation
−→n Ωt(x) = −
Du(x, t)
|Du(x, t)| pour tous t ≥ 0, x ∈ Γt.(2.3)
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Comme l’e´volution est C1, un simple calcul donne e´galement
−→V Ωt(x) =
∂u
∂t
(x, t)
|Du(x, t)|
−→n Ωt(x) pour tous t ≥ 0, x ∈ Γt.(2.4)
En injectant (2.3) et (2.4) dans l’e´quation d’e´volution (2.1), on obtient alors l’EDP en u,
appele´e e´quation ge´ome´trique de mouvement,
∂u
∂t
(x, t) = h
(
x, t,− Du(x, t)|Du(x, t)| ,−D
(
Du(x, t)
|Du(x, t)|
)
, {u(·, t) ≥ 0}
)
|Du(x, t)|(2.5)
pose´e pour tous t ≥ 0 et x ∈ Γt. Si l’on arrive a` trouver une solution suﬃsamment
re´gulie`re de cette e´quation, on retrouve l’e´volution (Ωt, Ω˜t,Γt)t≥0 en regardant les lignes
de niveaux de u(·, t). En ge´ne´ral, c’est sans espoir car, d’une part, les e´volutions conside´re´es
de´veloppent des singularite´s en temps ﬁni et, d’autre part, l’e´quation (2.5) est fortement
non-line´aire, singulie`re et non-locale.
Cependant, cette ide´e est le point de de´part de l’approche par lignes de niveaux, in-
troduite pour des calculs nume´riques par Osher et Sethian [OS88] (il existe des articles
plus ancients utilisant de´ja` cette ide´e, Evans et Souganidis [ES84] et Barles [Bar85]) puis
de´veloppe´e de fac¸on rigoureuse par Evans et Spruck [ES91] et Chen, Giga et Goto [CGG91].
La litte´rature sur le sujet est maintenant abondante (voir le livre de Giga [Gig06] pour
une liste de re´fe´rences).
Dans [ES91] et [CGG91], les auteurs posent a priori (2.5) dans tout l’espace RN×[0, T ],
∂u
∂t
= h
(
x, t,− Du|Du| ,−
(
I +
Du
|Du| ⊗
Du
|Du|
)
D2u, {u(·, t) ≥ 0}
)
|Du(x, t)|(2.6)
avec une condition initiale u(x, 0) = u0(x) (u0 est arbitraire et ve´riﬁe (2.2) pour t = 0) et
prouvent (pour certains h, en particuliers locaux) les choses suivantes.
The´ore`me 2.1. Sous une certaine hypothe`se de structure (structure-h) sur h, pour
toute donne´e initiale u0 ∈ BUC(RN ), on a un re´sultat de comparaison pour (2.6) : si
u1 (respectivement u2) est une sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosite´ de
(2.6) telle que u1(·, 0) ≤ u0 ≤ u2(·, 0), alors u1 ≤ u2 dans RN × [0,+∞). En conse´quence,
il existe une unique solution de viscosite´ u ∈ BUC(RN × [0, T ]) de (2.6).
The´ore`me 2.2. Sous les hypothe`ses du The´ore`me 2.1, les ensembles
Γt := {u(·, t) = 0}, Ωt := {u(·, t) > 0}, Ω˜t := {u(·, t) < 0}(2.7)
ne de´pendent que de h et de
Γ0 = {u0 = 0}, Ω0 := {u0 > 0}, Ω˜0 := {u0 < 0}.(2.8)
Les relations (2.7) permettent donc de de´finir l’e´volution ge´ne´ralise´e (Ωt, Ω˜t,Γt)t≥0 de
(Ω0, Ω˜0,Γ0) avec vitesse normale V = h.
Faisons quelques commentaires sur ces the´ore`mes. Ils Nous ne donnons volontairement
pas l’hypothe`se (structure-h) qui peut prendre diverses formes (tre`s techniques) suivant
la loi d’e´volution h en jeu. Citons quelques exemples. Dans le cas de (1.2), il suﬃt que c
soit continu et lipschitzien en espace. Dans [ES91], h = −div−→n Ωt est la courbure moyenne
et (2.6) s’e´crit alors comme (1.3) ; [CGG91] traite le cas de mouvements plus ge´ne´raux
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(courbure anisotropique avec termes du premier ordre) ; [IS95] permet la prise en compte
de mouvements par courbure gaussienne ; dans [4], nous donnons des hypothe`ses sur h pour
eˆtre capable de traiter des e´volutions de graphes de solutions d’e´quations quasiline´aires
paraboliques (voir § 2.2 et aussi [12] ou` l’hypothe`se (structure-h) est discute´e). Pour des
cas non-locaux monotones, nous renvoyons a` [Sle03, Kim03, DLKS04, Sro].
Ne´anmoins, pre´cisons qu’une hypothe`se fondamentale sur h est la suivante. Si X, Y ∈
SN sont des matrices syme´triques (munies de l’ordre usuel) et A,B ⊂ RN sont de en-
sembles, on doit avoir, pour tous t ∈ [0,+∞), x, p ∈ RN avec |p| = 1,
X ≤ Y et A ⊂ B =⇒ h(x, t, p,X|p⊥, A) ≤ h(x, t, p, Y|p⊥, B),
ou` “|p⊥” de´signe la restriction a` l’hyperplan orthogonal a` p. La monotonie par rapport
a` la matrice de courbure permet d’obtenir une e´quation (2.6) parabolique (ce qui est le
minimum pour espe´rer obtenir le principe de comparaison du The´ore`me 2.1) et la mo-
notonie par rapport au terme ensembliste correspond aux cas de mouvements monotones
de´crits dans l’introduction (voir 1.13).
Pour re´soudre (2.6), on utilise les solutions de viscosite´ qui sont bien adapte´es a` ce type
d’EDP fortement non-line´aires et singulie`res. Concernant le The´ore`me 2.2, on remarque
qu’on peut prendre un triplet (Ω0, Ω˜0,Γ0) avec tre`s peu de re´gularite´. Il suﬃt en fait
de choisir deux ouverts Ω0, Ω˜0 et un ferme´ Γ0 tels que Ω0 ∪ Γ0 ∪ Ω˜0 = RN . Il est en
eﬀet toujours possible de trouver une fonction u0 ∈ BUC(RN ), et meˆme lipschitzienne,
satisfaisant (2.8) (il suﬃt de prendre une troncature de la distance signe´e a` Γ0). On a
ainsi une e´volution ge´ne´ralise´e pour tout temps d’ensembles non-re´guliers qui coincide
avec l’e´volution classique quand tout est lisse.
Cette notion prend donc en compte l’apparition de singularite´s et les changements to-
pologiques du front (voir Figure 1 pour l’e´volution d’une “halte`re” par courbure moyenne
dans R3). Le de´savantage d’une telle approche re´side principalement dans le fait que Γ0
Fig. 1
est seulement une ligne de niveau d’une fonction uniforme´ment continue et, de ce fait,
n’a aucune re´gularite´. En particulier, il peut arriver que le front s’e´paississe. Les exemples
les plus connus sont ceux de l’e´volution par courbure moyenne du “huit” (voir Evans et
Spruck [ES91] et Figure 2) et de deux courbes gaussiennes asymptotes a` l’inﬁni (Ilma-
nen [Ilm92] et Figure 3). Ces phe´nome`nes sont a` mettre sur le compte de proble`mes de
non-unicite´ ou d’instabilite´ du mouvement.
La preuve du The´ore`me 2.2 repose sur le caracte`re ge´ome´trique de l’e´quation (voir
Barles, Soner et Souganidis [BSS93] pour une discussion) qui peut eˆtre explique´ par le
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Fig. 2
Fig. 3
fait que l’e´quation est invariante par tout changement de variable du type u → ϕ(u) ou
ϕ est strictement croissante et ve´riﬁe ϕ(0) = 0.
A` la suite de la remarque pre´ce´dente, signalons pour ﬁnir que, pour eˆtre comple`tement
rigoureux, la bonne e´quation a` conside´rer dans le cas non-local est (2.6) en remplac¸ant
le terme non-local {u(·, t) ≥ 0} par {u(·, t) ≥ u(x, t)} (cf. Slepcev [Sle03]). C’est cette
e´quation qui a les bonnes proprie´te´s de stabilite´. Nous renvoyons a` [Sle03, DLKS04, Sro]
et [13] (cas c0 ≥ 0) pour les de´tails.
2.2. Re´sultats d’unicite´ pour l’e´quation de courbure moyenne des graphes.
Dans cette partie, je vais rappeler brie`vement certains des re´sultats de [3, 4, 5, 6] obtenus
dans ma the`se en collaboration avec Guy Barles, Samuel Biton et Marianne Bourgoing. Ils
permettent d’introduire et de motiver les re´sultats des deux articles [7, 12] qui suivent sur
le meˆme sujet et qui ont e´te´ e´crits avec Samuel Biton, Pierre Cardaliaguet et Emmanuel
Chasseigne.
2.2.1. Position du proble`me et travaux effectue´s dans la the`se. Le point de de´part de ces
travaux est le the´ore`me suivant.
The´ore`me 2.3. (Ecker et Huisken [EH89, EH91]) Pour toute donne´e initiale v0 : R
N →
R localement lipschitzienne, l’e´quation de courbure moyenne des graphes (1.4) admet au
moins une solution v ∈ C∞(RN × (0,∞)) ∩ C(RN × [0,∞)).
Cet the´ore`me est surprenant car une fonction localement lipschitzienne dans RN peut
avoir une croissance arbitraire. Quand on pense a` l’e´quation de la chaleur par exemple, il
est bien connu ([Joh91] par exemple) que pour avoir existence et unicite´, on doit choisir
des donne´es initiales satisfaisant des conditions de croissances. La question, pose´e par
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Angenent [Ang94], a` laquelle nous avons essaye´ de re´pondre, est celle de l’unicite´ de la
solution de Ecker et Huisken ; plus ge´ne´ralement, quelles sont les conditions de structure
sur l’EDP qui permettent d’obtenir de tels re´sultats ?
Ces questions sont d’ordre the´orique et ont pour but d’avancer dans la compre´hension
des EDP quasiline´aires paraboliques de´ge´ne´re´es du type
∂v
∂t
= Trace
(
b(Dv)D2v
)
dans RN × (0,+∞),(2.9)
ou` b est continu de RN dans S+N , l’ensemble des matrices syme´triques positives (remarquer
que l’e´quation n’est pas ne´cessairement uniforme´ment parabolique). Il existe peu de tra-
vaux sur le sujet. La the´orie “classique” des solutions de viscosite´ (cf. [CIL92, GGIS91])
couvre le cas des solutions uniforme´ment continues (et donc a` croissance au plus line´aire).
En ce qui concerne l’existence, a` ma connaissance, le seul travail ge´ne´ralisant [EH89, EH91]
est celui de Chou et Kwong [CK01] ; les auteurs donnent de nombreuses conditions de
structure pour que (2.9) admette au moins une solution re´gulie`re sans condition de crois-
sance.
A` partir de maintenant, pour la clarte´ de l’expose´, je me restreints au cas particulier
de notre e´quation mode`le (1.4).
Concernant l’unicite´, pratiquement rien n’e´tait connu. On peut aborder le proble`me de
manie`re analytique. C’est ce que nous avons fait dans [5] ou` nous avons de´montre´ l’unicite´
en dimension 1 (e´volution des graphes par courbure moyenne dans le plan) sans aucune
restriction de croissance (signalons quand meˆme que [CK01] contient e´galement l’unicite´
pour (1.4) en dimension 1 ; les me´thodes utilise´es et la classe d’e´quations a` laquelle elles
s’appliquent sont diﬀe´rentes des noˆtres).
En dimension N, nous avons obtenu des re´sultats en imposant des restrictions de crois-
sance de type polynomial sur les solutions (voir [6]). L’approche analytique utilise´e repose
sur des techniques sophistique´es de preuves du principe de comparison pour les solutions
de viscosite´.
C’est dans [4], que nous avons introduit l’approche a` mon sens la plus prometteuse, qui
utilise de manie`re fondamentale le caracte`re ge´ome´trique de l’EDP. Elle consiste a` “voir”
le graphe d’une solution de (1.4) comme l’e´volution ge´ne´ralise´e par courbure moyenne
(donne´e par l’approche par lignes de niveau de´crite dans le § 2.1) d’une hypersurface de
R
N+1 gouverne´e par (1.3) (pose´e dans RN+1×(0,+∞)). Outre des bornes L∞ locales pour
les solutions, ceci nous a permis de reformuler le proble`me d’unicite´ comme un proble`me de
non-e´paississement des e´volutions ge´ne´ralise´es de graphes par courbure moyenne. Citons
une version particulie`re de ce re´sultat qui nous sera utile pour la suite.
The´ore`me 2.4. [4, Sections 8-9] (Structure du front et reformulation du proble`me d’uni-
cite´). Soit v0 ∈ C(RN) et Γt l’e´volution ge´ne´ralise´e (au sens du The´ore`me 2.2) de Γ0 :=
Graph(v0) dans R
N+1. Alors
(1) Pour toute solution v de (1.4), on a Graph(v(·, t)) ⊂ Γt pour tout t ≥ 0 ;
(2) Les bords supe´rieur et infe´rieurs de Γt sont des graphes de fonctions de´finies, pour
tous (x, t) ∈ Rn × [0,+∞), respectivement par
v+(x, t) = sup{y ∈ R : (x, y) ∈ Γt} et v−(x, t) = inf{y ∈ R : (x, y) ∈ Γt}.
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Ces fonctions sont C∞(RN×(0,∞))∩C(RN×[0,∞)), v+ est la solution maximale
de (1.4) et v− la solution minimale ;
(3) L’e´quation (1.4) admet une unique solution si et seulement si Γt est d’inte´rieur
vide pour tout t ≥ 0.
Le the´ore`me est illustre´ par la Figure 4. Bien suˆr, la reformulation de la question
R R
R
N
R
N
Graph(v(·, t))
Graph(v+(·, t))
Graph(v−(·, t))
Γ0 = Graph(v0)
}
Γt
Fig. 4
d’unicite´ pour (1.4) peut sembler artiﬁcielle. En toute ge´ne´ralite´, nous ne savons toujours
pas si un graphe peut ou non de´velopper un inte´rieur. Ne´anmoins, cette approche a produit
des re´sultats nouveaux : un corollaire [4, Theorem 10.2] donne l’unicite´ d’une solution
de (1.4) pour toute donne´e initiale convexe (et cette solution est elle-meˆme convexe en
espace). La puissance de cette approche se comprend bien quand on essaie prouver le
meˆme re´sultat de manie`re analytique (comme nous l’avions fait de manie`re laborieuse
dans [3]).
2.2.2. Description du cas “convexe a` l’infini”. Dans [12], nous e´tendons ces re´sultats a`
des donne´es initiales plus ge´ne´rales que les fonctions convexes. Nous commenc¸ons par
de´montrer une condition suﬃsante pour qu’une hypersurface ne de´veloppe pas d’inte´rieur.
The´ore`me 2.5. [12, Theorem 3.1] Soit (Γ0,Ω0, Ω˜0) un triplet d’ensembles de R
N+1 ad-
missible pour l’approche par lignes de niveaux avec Γ0 d’inte´rieur vide. Supposons qu’il
existe une famille (Aε)ε>0 de dilatations affines (les compose´es de translations, rotations
et homothe´ties) de RN+1 et une suite de nombres re´els strictement positifs (ηε)ε tels que
Aε−→
ε→0
I et e´cart(Γ0,Aε(Γ0)) ≥ ηε > 0.
Alors le front ∪
t≥0
Γt × {t} a un inte´rieur vide dans RN+1 × [0,+∞).
(I de´signe la matrice identite´ de RN+1 et l’e´cart entre deux ensembles A et B est de´ﬁni par
infa∈A,b∈B|a− b|). Le the´ore`me ci-dessus est e´nonce´ volontairement avec des ensembles de
R
N+1 car nous allons l’appliquer a` des graphes de fonctions de RN dans R. La preuve du
the´ore`me repose sur deux proprie´te´s du mouvement par courbure moyenne. La premie`re
consiste en des proprie´te´s de commutation de l’e´volution ge´ne´ralise´e avec les transforma-
tions aﬃnes conside´re´es. La deuxie`me est un principe d’e´cartement (“avoidance princi-
ple”) qui est un raﬃnement du principe d’inclusion (1.13) : non seulement deux ensembles
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ordonne´s le restent au cours de l’e´volution, mais en plus la distance entre les fronts aug-
mente. Ces proprie´te´s n’e´tant pas spe´ciﬁques au mouvement par courbure moyenne, le
re´sultat e´nonce´ dans [12, Theorem 3.1] est plus ge´ne´ral et s’applique par exemple au
mouvement par courbure gaussienne. Signalons enﬁn que ce re´sultat est proche de ceux
de [Son93, BSS93] (cas de la courbure moyenne) mais leurs hypothe`ses ne conviennent
pas aux ensembles non-borne´s (des hypersurfaces) auxquels nous voulons l’appliquer.
Il est tre`s simple de voir que le graphe d’une fonction convexe satisfait aux hypothe`ses
du The´ore`me 2.5 (il suﬃt de conside´rer des homothe´ties dont le centre est un point de
l’inte´rieur de l’e´pigraphe). C’est aussi le cas des fonctions convexes a` l’inﬁni (on perturbe
de fac¸on continue une fonction convexe sur un sous-ensemble compact de RN) :
The´ore`me 2.6. [12, Theorem 3.1] Si v0 est une fonction convexe a` l’infini alors (1.4) a
une unique solution.
La solution aura bien suˆr la re´gularite´ donne´e par le The´ore`me 2.3. Ce re´sultat peut
apparaˆıtre comme une variation minime du cas convexe. Ne´anmoins, le mouvement par
courbure moyenne, bien que local, a une vitesse de propagation inﬁnie et est tre`s instable ;
une petite perturbation inﬂue sur toute la solution instantane´ment, comme dans le cas de
l’e´quation de la chaleur par exemple. Il n’est donc pas aise´ d’obtenir de tels re´sultats. En
particulier, nous n’avons pas pu de´montrer que la solution obtenue est elle-meˆme convexe
a` l’inﬁni. Une notion proche de la convexite´ a` l’inﬁni a e´te´ utilise´e dans un contexte de
courbure gaussienne (pour un mode`le d’e´rosion de galets) par Ishii et Mikami [IM04b].
2.2.3. Le cas radial. Le principal re´sultat de [7] est le suivant suivant.
The´ore`me 2.7. [7, Theorem I.1] Si v0 ∈ C(RN) est radiale alors il existe une unique
solution u ∈ C∞(RN × (0,∞)) ∩ C(RN × [0,∞)) de (1.4) et cette solution est elle-meˆme
radiale en espace.
Ce re´sultat nous paraˆıt important car c’est le premier re´sultat d’unicite´ pour (1.4) en
dimension quelconque avec des solutions qui peuvent osciller arbitrairement a` l’inﬁni. En
eﬀet, les re´sultats pre´ce´dents (cas convexe et convexe a` l’inﬁni) sugge`rent que, plus que la
croissance arbitraire, ce sont les oscillations qui sont une obstruction se´rieuses aux preuves
d’unicite´ en dimension plus grande que 2.
La preuve combine l’approche ge´ome´trique, des ide´es de la preuve du cas de la dimension
N = 1 et des techniques d’EDP classiques. L’approche ge´ome´trique nous donne deux
solutions extremales au proble`me : ϕ±(|x|, t) := u±(x, t) qui ve´riﬁent l’e´quation radiale
de courbure moyenne pour les graphes
∂ϕ
∂t
=
ϕrr
1 + ϕ2r
+ (N − 1)ϕr
r
dans [0,+∞)× (0,+∞).(2.10)
En inte´grant l’e´quation ci-dessus, nous prouvons alors l’estimation inte´grale suivante :
pour tout r0 > 1 et T > 0, il existe une constante C(T ) > 0 telle que∫ +∞
r0
(ϕ+ − ϕ−)(r, t)dr ≤ C(T ).
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Cette estimation donne dans un sens une borne sur le volume du front. La ﬁn de la
de´monstration consiste a` montrer que r 7→ (ϕ+ − ϕ−)(r, t) est croissant (car l’estimation
inte´grale entraˆıne alors ϕ+ ≡ ϕ−).
Le travail le plus long est de construire, par des techniques classiques d’EDP, deux
solutions ϕg,± de (2.10) a` gradient extre´maux, c’est-a`-dire ve´riﬁant
ϕg,−r ≤ ϕr ≤ ϕg,+r
pour toute solution ϕ de (2.10). Nous prouvons ensuite que ces solutions correspondent
en fait avec les solutions extre´males, ϕg,± = ϕ±, ce qui termine la preuve.
2.2.4. Commentaires et perspectives. Nous pouvons espe´rer prouver l’unicite´ dans d’autres
cas que ceux expose´s ci-dessus, par exemple pour des donne´es initiales v0 dont la courbure
moyenne est positive (cette proprie´te´ est conserve´e au cours de l’e´volution). Mais, meˆme
si cela nous semble encore hors de porte´e, le plus inte´ressant serait de re´pondre a` la ques-
tion d’unicite´ en toute ge´ne´ralite´. Une piste possible (pour le moment infructueuse) est
d’utiliser des formules de repre´sentation stochastiques pour les solutions de (1.3) e´tablies
par Buckdahn, Cardaliaguet et Quincampoix [BCQ01] et Soner et Touzi [ST02, ST03].
2.3. E´quation de Hamilton-Jacobi non-locales non-monotones apparaissant en
dynamique des dislocations et pour un mode`le de FitzHugh-Nagumo. Dans
cette partie, nous allons de´crire les re´sultats obtenus pour des e´quations eikonales non-
locales et non-monotones (au sens de´crit dans l’introduction). Ces re´sultats ont e´te´ obtenus
dans [8, 13, 16, 17] (voir aussi [14]) en collaboration avec Guy Barles, Pierre Cardaliaguet,
Aure´lien Monteillet et Re´gis Monneau. Nous ne les de´crirons pas dans toute leur ge´ne´ralite´
ni un par un. Nous pre´senterons les re´sultats les plus signiﬁcatifs obtenus pour nos deux
proble`mes mode`les, les dislocations et le syste`me de FitzHugh-Nagumo, de la fac¸on la
plus uniﬁe´e possible.
Rappelons l’e´quation pre´sente´e dans l’introduction qui englobe ces deux cas :
∂u
∂t
(x, t) = c[1 {u≥0}](x, t)|Du(x, t)| dans RN × [0, T ],
u(·, 0) = u0 dans RN ,
(2.11)
ou` c[·] est de la forme (1.6) et u0 est une donne´e initiale que nous prendrons lipschitzienne
(comme rappele´ dans le § 2.1, dans l’approche par lignes de niveaux, on peut toujours
choisir la donne´e initiale lipschitzienne). Avant d’exposer les re´sultats (notion de solution,
existence, unicite´), pre´sentons les dislocations et le syste`me de FitzHugh-Nagumo.
2.3.1. La dynamique des dislocations. Les dislocations sont des de´fauts d’ordre micro-
scopique qui apparaissent dans les cristaux et qui permettent d’expliquer leur proprie´te´s
plastiques macroscopiques (pour la physique, voir les livres de Nabarro [Nab69] et Hirth
et Lothe [HL92], ou Lardner [Lar74] pour une pre´sentation mathe´matique). Dans nos
travaux, nous e´tudions un mode`le particulier duˆ a` Rodney, Le Bouar et Finel [RLBF03].
Une ligne de dislocation est une ligne de de´faut qui se meut dans R3. Comme elle e´volue
pre´ferentiellement dans des plans cristallographiques, on conside´re que le mouvement est
planaire ; en conse´quence le front est de co-dimension 1 et on peut utiliser l’approche
par lignes de niveau. De plus, nous travaillons avec des courbes ferme´es pour e´viter des
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proble`mes de bord. La dynamique est donne´e par une vitesse normale proportionnelle a` la
force de Peach-Koehler. Cette force a deux contributions : la premie`re est une force propre
de la dislocation cre´ee par le champ e´lectrique qu’elle ge´ne`re (c’est cette force qui induit
le terme non-local) ; la seconde est une force exte´rieure locale provenant par exemple des
contraintes exerce´es sur le mate´riau. En re´sume´, la vitesse est donne´e par (1.7) et nous en
de´duisons l’e´quation (2.11) (a priori dans R2× [0, T ] mais nous nous plac¸ons en dimension
N).
Les dislocations sont e´tudie´es en physique des mate´riaux, autant du point-de-vue the´ori-
que qu’expe´rimental. L’e´tude mathe´matique de la dynamique des dislocations a e´te´ entre-
prise par Re´gis Monneau et ses collaborateurs (voir entre autres [AHLBM04, AHLBM06,
ACM05, ACMR06, CDLFM07], etc.). Ici nous nous cherchons plus particulie`rement a`
de´ﬁnir des solutions (faibles) globales en temps pour lesquelles nous sommes capables de
prouver des re´sultats d’unicite´. Le premier travail dans cette direction est duˆ a` Alvarez,
Hoch, Le Bouar et Monneau [AHLBM06] ou` est obtenu un re´sultat d’existence et d’uni-
cite´ en temps court (jusqu’a` l’apparition de singularite´s). Le premier re´sultat d’unicite´
(pour des solutions de viscosite´ discontinues) a e´te´ de´montre´ par Alvarez, Cardaliaguet
et Monneau [ACM05] pour des vitesses positives (les lignes de dislocations “croissent”)
assez re´gulie`res (C1,1) en de´marrant de dislocations initiales ayant une proprie´te´ de boule
inte´rieure. Dans [8], avec Guy Barles, nous proposons une de´monstration diﬀe´rente et plus
simple de ce re´sultat ; les techniques d’EDP que nous de´veloppons (bornes infe´rieures de
gradient sur le front, semiconvexite´ des solutions et estimations L1 des lignes de niveaux)
nous ont permis de d’aboutir aux re´sultats de [13, 16]. Enﬁn, mentionnons le travail de
Cardaliaguet et Marchi [CM06] pour des dislocations avec conditions de Neumann au
bord.
Nous avons utilise´ diverses hypothe`ses sur c0 et c1 qui ont e´te´ aﬀaiblies au cours de nos
diﬀe´rents travaux. Commenc¸ons par les hypothe`se de bases :
(dislo-1) c0, c1 ∈ C(RN × [0, T ]) et il existe des constantes c¯, C¯ > 0 telles que, pour tous
x, y ∈ RN , t ∈ [0, T ],
|c0(x, t)|+ |c1(x, t)| ≤ c¯,
|c0(x, t)− c0(y, t)|+ |c1(x, t)− c1(y, t)| ≤ C¯|x− y|.
De plus c0 ∈ C([0, T ], L1(RN)).
Notons que cette hypothe`se entraˆıne que la vitesse est borne´e :
c[1 {u(·,t)≥0}](x, t) =
∫
RN
c0(x− y)1 {u(·,t)≥0}(y)dy + c1(x, t) ≤ sup
0≤t≤T
|c0(·, t)|L1(RN ) + c¯.
Ces hypothe`ses sont un peu plus ge´ne´rales que celles donne´es par la physique (en re´alite´ c0
ne de´pend pas du temps et N = 2). Enﬁn, rappelons que c0 change de signe (voir (1.15)).
2.3.2. Un syste`me apparaissant dans un mode`le de FitzHugh-Nagumo. Nous nous inte´res-
sons au syste`me ut = α(v)|Du| dans R
N × (0, T ),
vt −∆v = g+(v)1 {u≥0} + g−(v)(1− 1 {u≥0}) dans RN × (0, T ),
u(·, 0) = u0, v(·, 0) = v0 dans RN .
(2.12)
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Ce syste`me correspond a` un front Γt = {u(·, t) = 0} e´voluant avec une vitesse normale
α(v), la fonction v e´tant elle-meˆme solution d’une e´quation de re´action-diﬀusion diﬀe´rente
suivant les re´gions se´pare´es par Γt.
Ce proble`me est obtenu comme une asymptotique (quand ε → 0) du syste`me de type
FitzHugh-Nagumo suivant
(2.13)
{
uεt − ε∆uε =
1
ε
f(uε, vε) dans RN × (0, T ),
vεt −∆vε = g(uε, vε) dans RN × (0, T ),
ou` {
f(u, v) = u(1− u)(u− a)− v (0 < a < 1),
g(u, v) = u− γv (γ > 0).
Les fonctions α, g+ et g− apparaissant dans (2.12) sont lipschitziennes sur R et de´pendent
des fonctions f et g. De plus g− et g+ sont borne´es et satisfont g− ≤ g+ dans R. Les
donne´es initiales u0 et v0 sont lipschitziennes et v0 est borne´e et C
1.
Sans entrer dans les de´tails, mentionnons que ces e´quations mode´lisent la propagation
d’ondes progressives dans des milieux comme le tissu cardiaque ou les ﬁbres nerveuses.
Il existe e´norme´ment de travaux en biologie, chimie, physique et mathe´matiques sur ce
sujet, voir [Fit61, NAY60, Fif88, TF80, Has75, Che91].
La proble´matique est les meˆme que pour les dislocations. Nous cherchons a` construire
des solutions globales en temps et a` prouver leur unicite´. Giga, Goto et Ishii [GGI92] ont
prouve´ l’existence de solutions faibles de ce proble`me. Soravia et Souganidis [SS96] ont
e´tabli rigoureusement la convergence de (2.13) vers le proble`me limite (2.12) et obtenu
les proprie´te´s de α, g+ and g−. En particulier, ils ont trouve´ des conditions sous lequelles
α > 0. Jusqu’a` pre´sent, le proble`me de l’unicite´ e´tait comple`tement ouvert. Notre principal
re´sultat ([16, Theorem 4.1]) est la preuve de l’unicite´ pour (2.12) lorsque α > 0.
Pour simpliﬁer l’expose´, nous nous placerons dans le cas g+ ≡ 1, g− ≡ 0 et v0 = 0 (voir
[16] pour le cadre ge´ne´ral). Re´capitulons le proble`me mode`le et l’hypothe`se utilise´e ici :
nous conside´rons (2.11) avec une vitesse donne´e par (1.12), ou` v est solution de (1.10) et
donc peut s’e´crire sous la forme (1.11). On en de´duit facilement les re´sultats suivants
Lemme 2.8. [16, Lemma 4.2] (Proprie´te´s de v) Pour tout χ ∈ L∞(RN × [0, T ]; [0, 1]), la
solution v de
∂v
∂t
−∆v = χ dans RN × (0, T ), v(x, 0) = 0,(2.14)
est continue, v(·, t) est C1,β (β < 1) et, pour tout x ∈ RN , 0 ≤ s ≤ t ≤ T,
|v(x, t)| ≤ t, |Dv(x, t)| ≤ γN
√
t et |v(x, t)− v(x, s)| ≤ γN
√
s
√
t− s+ (t− s),
ou` γN est une constante ne de´pendant que de la dimension.
Nous supposerons par la suite
(FN-1) α : R → R est lipschitzien.
Du Lemme 2.8 et de (FN-1), nous obtenons des proprie´te´s sur la vitesse c[χ] = α(v).
En particulier, celle-ci est borne´e (car v est borne´e sur [0, T ] inde´pendamment de χ).
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Mais les deux caracte´ristiques principales du proble`me de FitzHugh-Nagumo sont, d’une
part, la non-monotonie de l’e´quation (2.11) car aucune condition de monotonie n’est
impose´e sur α et, d’autre part, meˆme si α est tre`s re´gulier (par exemple C∞), la re´gularite´
de la vitesse en espace est limite´e par celle de v qui est au mieux C1,β pour tout β < 1
(d’apre`s les re´sultats de re´gularite´ pour l’e´quation de la chaleur non-homoge`ne avec se-
cond membre L∞). Ce dernier point est une diﬃculte´ de taille qui nous empeˆche d’utiliser
les techniques de [13] qui ne´cessitent une vitesse au moins C1,1 pour espe´rer obtenir des
proprie´te´s de boule inte´rieures pour le front (voir la discussion correspondante dans le
§ 2.3.7).
2.3.3. De´finition de solutions faibles. Dans [13] et [17], nous introduisons une nouvelle
notion de solutions pour ce genre d’e´quations :
De´ﬁnition 2.9. [13, 17] Une fonction continue u : RN× [0, T ]→ R est une solution faible
de (2.11) s’il existe χ ∈ L∞(RN × [0, T ]; [0, 1]) tel que
(1) u est une solution de viscosite´ au sens L1 de
∂u
∂t
(x, t) = c[χ](x, t)|Du(x, t)| dans RN × [0, T ],
u(·, 0) = u0 dans RN .
(2.15)
(2) Pour presque tout t ∈ [0, T ],
1 {u(·,t)>0} ≤ χ(·, t) ≤ 1 {u(·,t)≥0} presque partout dans RN .
De plus, nous dirons que la solution u de (2.11) est classique si, de plus, pour presque
tout t ∈ [0, T ],
1 {u(·,t)>0} = 1 {u(·,t)≥0} presque partout dans R
N .(2.16)
La principale diﬃculte´ pour de´ﬁnir des solutions de ces e´quations ge´ome´triques est
l’e´paississement e´ventuel du front (cf. § 2.1). Dans ce cas, l’ensemble {u(·, t) = 0} est de
mesure non nulle et t 7→ c[1 {u(·,t)≥0}] n’est pas continu de [0, T ] dans L1(RN ). Lorque le
front ne s’e´paissit pas, le choix de χ dans la de´ﬁnition est unique,
χ(·, t) = 1 {u(·,t)>0} = 1 {u(·,t)≥0}.
Cette de´ﬁnition a surtout un inte´reˆt pour des e´quations qui sont bien pose´es lorsque la
de´pendance non-locale est “gele´e”, c’est-a`-dire celles pour lesquelles nous savons re´soudre
(2.15) au sens des solutions de viscosite´ d’e´quations avec de´pendance L1 en temps. En
eﬀet, dans les e´quations qui nous inte´ressent (en particulier les dislocations), la convolution
re´gularise la vitesse en espace mais pas en temps (voir (1.8)) et (x, t) 7→ c[χ](x, t) est
seulement mesurable en temps. Il existe une extension, due a` Ishii [Ish85], de la the´orie
des solutions de viscosite´ dans ce cadre somme toute assez naturel dans les applications
(mentionnons quand meˆme que lorsque les discontinuite´s sont spatiales, le proble`me est
autrement plus de´licat !). Nous ne donnerons pas de de´tails ici et renvoyons le lecteur
au travail de Ishii mentionne´ ci-dessus ainsi qu’a` Nunziante [Nun90, Nun92], Bourgoing
[Bou08a, Bou08b] et a` [13, Appendix A] ou` les re´sultats dont nous avons besoin sont
rappele´s.
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Cette notion de solution est tre`s faible ; il n’y a pas unicite´ en ge´ne´ral (cf. § 2.3.6)
mais elle nous permet d’obtenir des re´sultats d’existence assez ge´ne´raux qui produisent
un objet avec lequel travailler pour montrer, essentiellement lorsque la vitesse est positive,
que les solutions sont en fait classiques et aboutir a` de l’unicite´ (voir § 2.3.7). Avant de
pre´senter ces re´sultats, rappelons des proprie´te´s de l’e´quation eikonale et en particulier
une borne infe´rieure de gradient qui sera fondamentale dans la suite.
2.3.4. Rappel sur l’e´quation eikonale et borne infe´rieure de gradient. Conside´rons l’e´qua-
tion eikonale (1.2) assortie d’une condition initiale u0 et des hypothe`ses classiques (dans
le cadre des solutions de viscosite´) pour la vitesse :
(eikonale) c ∈ C(RN × [0, T ]) et il existe des constantes c, C > 0 telles que, pour tous
x, y ∈ RN , t ∈ [0, T ],
0 ≤ c(x, t) ≤ c,
|c(x, t)− c(y, t)| ≤ C|x− y|.
Supposons de plus que
(borne-inf) (Borne infe´rieure de gradient sur le front) u0 : R → R est lipschitzienne et
il existe η0 > 0 telle que
−|u0| − |Du0|+ η0 ≤ 0 dans RN au sens de viscosite´.(2.17)
Cette dernie`re hypothe`se est commente´e apre`s le the´ore`me qui suit. La premie`re partie
de ce the´ore`me est classique (elle est e´tablie dans Crandall et Lions [CL83] et Ishii [Ish84])
et la deuxie`me est l’un des re´sultats principaux de ma the`se (de plus ce re´sultat reste
valable pour l’e´quation eikonale avec une vitesse mesurable en temps).
The´ore`me 2.10. [1]
(i) (Re´gularite´ lipschitzienne) Sous l’hypothe`se (eikonale), l’e´quation (1.2) a une
unique solution de viscosite´ u. Si u0 est lipschitzienne, alors u est e´galement lip-
schitzienne avec les estimations suivantes : pour tous x ∈ RN , t ∈ [0, T ],
|Du(x, t)| ≤ eCT |Du0|∞ , |ut(x, t)| ≤ ceCT |Du0|∞ .
(ii) (Pre´servation de la borne infe´rieure de gradient) Supposons que (eikonale) et
(borne-inf) sont ve´rifie´es. Alors il existe η = η(T, C, c, η0) > 0 tel que
−|u(x, t)| − |Du(x, t)|+ η ≤ 0 dans RN × [0, T ] au sens de viscosite´.(2.18)
Dans le contexte de l’approche par lignes de niveaux, les conditions (2.17) et (2.18)
impliquent une borne infe´rieure de gradient sur le front Γt. En eﬀet, imaginons que
les fonctions soient lisses. Pour un point x du front, u(x, t) = 0, donc (2.18) entraˆıne
|Du(x, t)| ≥ η > 0 et on en de´duit en particulier, par le the´ore`me des fonctions impli-
cites, que le front est une hypersurface lisse. Comme les fonctions ne sont pas lisses en
ge´ne´ral, les bornes de gradient sont traduites par des proprie´te´s de sous-solutions. On peut
e´galement exprimer ces conditions a` l’aide des sur-diﬀe´rentiels (voir [1] pour des de´tails).
Dans ce cadre non re´gulier, la re´gularite´ du front que l’on obtient est moins e´vidente et as-
sez faible. Mais cela implique quand meˆme que le front est de mesure nulle ce qui empeˆche
son e´paississement. De plus, puisque u et u0 sont lipschitziennes, la borne infe´rieure de
E´VOLUTION DE FRONTS ET E´QUATIONS DE HAMILTON-JACOBI 33
gradient est ve´riﬁe´ au sens classique presque partout. Cela ouvre la voie a` l’obtention
d’estimations inte´grales pour les ensembles de niveaux {−δ ≤ u(·, t) ≤ δ} (avec δ > 0
petit) qui seront cruciales.
A` ce niveau, faisons une remarque fondamentale. Comme la vitesse est borne´e (cf. § 2.3.1
et 2.3.2), disons par une constante V , nous avons une proprie´te´ de vitesse ﬁnie de propa-
gation qui entraˆıne que, avec les notations (2.8), si
Γ0 ∪ Ω0 = {u0 ≥ 0} ⊂ B(0, R0)(2.19)
alors
Γt ∪ Ωt = {u(·, t) ≥ 0} ⊂ B(0, R0 + V T ) pour tous t ≥ 0.(2.20)
Dans le cas de fronts compacts, nous pouvons donc nous placer une fois pour toutes dans
une grosse boule B(0, R0 + V T ). Graˆce a` la forme particulie`re (1.6) de la vitesse dans
nos proble`mes mode`les et aux hypothe`ses (dislo-1) et (FN-1), on en de´duit alors que
la vitesse c[χ] satisfait (eikonale) avec des constantes inde´pendantes de χ ∈ L∞(RN ×
[0, T ]; [0, 1]) a` support compact dans B(0, R0 + V T ). Nous pouvons donc appliquer la
plupart des re´sultats valables pour l’e´quation eikonale classique a` nos proble`mes.
2.3.5. Existence de solutions faibles et solutions classiques. Le principal inte´reˆt de la no-
tion de solution introduite ci-dessus est qu’elle permet d’obtenir des solutions a` de nom-
breux proble`mes du type (2.11) ou` la vitesse est donne´e par (1.6).
The´ore`me 2.11. [13, 17] Sous les hypothe`ses (dislo-1) (cas de dislocations) ou (FN-1)
(cas du syste`me de FitzHugh-Nagumo), pour toute donne´e initiale u0 lipschitzienne satis-
faisant (2.19), l’e´quation (2.11) admet au moins une solution faible u qui est lipschitzienne
dans RN × [0, T ].
Comme explique´ dans l’introduction, nous n’avons pas de principe de comparaison ce
qui ne permet pas de construire des solutions de viscosite´ de (2.11) par la me´thode de Per-
ron classique. Nous devons suivre d’autres strate´gies. Dans le cas des dislocations, l’exis-
tence est prouve´e dans [13, Theorem 1.2] par une me´thode d’approximation : la vitesse
c[1 {u≥0}] est re´gularise´e en re´gularisant la fonction caracte´ristique par une fonction conti-
nue. L’e´quation approche´e a de bonnes proprie´te´s permettant d’appliquer un the´ore`me de
point ﬁxe de Schauder, puis d’extraire une suite convergente avec le the´ore`me d’Ascoli.
Il ne reste qu’a` prouver que la limite obtenue est solution de notre proble`me ; ceci n’est
pas comple`tement e´vident car nous ne sommes pas dans le cadre classique des solutions
de viscosite´ (les coeﬃcients sont seulement mesurables en temps). Il faut faire appel a` un
the´ore`me de stabilite´ faible e´tabli re´cemment par Barles [Bar06]. Dans le cas de FitzHugh-
Nagumo, l’existence de solutions faibles diﬀe´rentes des noˆtres est prouve´e dans [GGI92].
Dans [17], nous pre´sentons un cadre uniﬁe´ produisant l’existence de solutions faibles (au
sens de la De´ﬁnition 2.9) pour le cas des dislocations et du syste`me de FitzHugh-Nagumo
mais aussi pour des e´quations plus ge´ne´rales avec des termes du second-ordre de type
courbure. La preuve repose sur le the´ore`me du point ﬁxe de Kakutani (voir [AC84]) qui
est de´ja` un des ingre´dients principaux de la preuve de [GGI92]. Rappelons pour ﬁnir que,
comme remarque´ a` la ﬁn du § 2.3.4, la vitesse c[χ] satisfait (eikonale) avec des constantes
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inde´pendantes de χ et donc nous pouvons utiliser le The´ore`me 2.10 (i) et (2.20) dans la
preuve du The´ore`me 2.11.
Introduisons des hypothe`ses supple´mentaires sous lesquelles les solutions faibles sont
classiques.
(dislo-2) Pour tous x ∈ RN , t ∈ [0, T ], 0 ≤ −|c0(·, t)|L1(RN ) + c1(x, t).
(FN-2) 0 ≤ α.
Ces deux hypothe`ses entraˆınent que la vitesse c[χ](x, t) est positive, pour tous χ ∈
L∞(RN × [0, T ]; [0, 1]), x ∈ RN et t ∈ [0, T ].
The´ore`me 2.12. [13, 17] Sous les hypothe`ses (dislo-1-2) (cas de dislocations) ou (FN-
1-2) (cas du syste`me de FitzHugh-Nagumo), pour toute donne´e initiale u0 lipschitzienne
ve´rifiant (2.19) et (borne-inf), les solutions faibles de (2.11) sont classiques.
La preuve est imme´diate en utilisant la pre´servation de la borne infe´rieure de gradient
dans le cas de vitesses positives (The´ore`me 2.10) car dans ce cas le front est de mesure
nulle et donc (2.16) est satisfait.
2.3.6. Un contre-exemple a` l’unicite´ en ge´ne´ral. L’exemple suivant se trouve dans [13,
Example 3.1] et est inspire´ de [BSS93]. Il met a` proﬁt la changement de signe dans la
vitesse de l’e´quation eikonale. On se place en dimension N = 1 et on conside`re l’e´quation
(de type (2.11)) suivante
∂U
∂t
= (1 ⋆ 1 {U(·,t)≥0}(x) + c1(t))|DU | dans R× (0, 2],
U(·, 0) = u0 dans R,
(2.21)
ou` nous choisissons c1(x, t) := c1(t) = 2(t− 1)(2− t) et u0(x) = 1− |x|. On remarque que
1 ⋆ 1 A = L1(A) pour tout ensemble mesurable A ⊂ R. D’autre part, le choix c0 ≡ 1 ne
satisfait pas tout a` fait a` (dislo-1) mais peut eˆtre modiﬁe´ en conse´quence (sans changer
la construction graˆce a` la vitesse ﬁnie de propagation).
On commence par e´tudier des proble`mes auxiliaires sur les intervalles de temps [0, 1]
et [1, 2] pour s’en servir ensuite pour construire une famille de solutions pour (2.21) sur
[0, 2].
1. Construction d’une solution pour 0 ≤ t ≤ 1. La fonction x1(t) = (t−1)2 est solution de
x˙1(t) = c1(t)+2x1(t) sur (0, 1) avec x(0) = 1 (on note que x˙1 ≤ 0 dans [0, 1]). Conside´rons
∂u
∂t
= x˙1(t)
∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣ dans R× (0, 1],
u(·, 0) = u0 dans R.
(2.22)
Par le The´ore`me 2.10, il existe une unique solution de viscosite´ continue u de (2.22).
En utilisant la formule de Lax-Oleinik (voir Evans [Eva98] par exemple), on a meˆme la
formule explicite u(x, t) = u0(|x| − x1(t) + 1). D’ou`, pour 0 ≤ t ≤ 1,
(2.23) {u(·, t) > 0} = (−x1(t), x1(t)) et {u(·, t) ≥ 0} = [−x1(t), x1(t)].
Dans l’e´tape 3, nous verrons que u est solution de (2.21) sur [0, 1].
2. Construction de solutions pour 1 ≤ t ≤ 2. Pour toute fonction mesurable 0 ≤ γ(t) ≤ 1,
soit yγ l’unique solution de y˙γ(t) = c1(t) + 2γ(t)yγ(t) sur (1, 2) avec yγ(1) = 0. Par
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comparaison, on a 0 ≤ y0(t) ≤ yγ(t) ≤ y1(t) pour 1 ≤ t ≤ 2, ou` y0, y1 sont les solutions de
l’e´quation pre´ce´dente obtenues en prenant γ(t) ≡ 0 et 1. On note que y˙γ ≥ 0 dans [1, 2].
On conside`re ensuite 
∂uγ
∂t
= y˙γ(t)
∣∣∣∣∂uγ∂x
∣∣∣∣ dans R× (1, 2],
uγ(·, 1) = u(·, 1) dans R,
ou` u est la solution de (2.22). A` nouveau, ce proble`me a une unique solution de viscosite´
continue uγ qui est nulle si |x| ≤ yγ(t) et uγ(x, t) = u(|x|−yγ(t), 1) sinon (remarquer que,
comme u(·, 1) ≤ 0, par le principe du maximum, on obtient uγ ≤ 0 dans R× [1, 2]). Il suit
{uγ(·, t) > 0} = ∅ et {uγ(·, t) ≥ 0} = {uγ(·, t) = 0} = [−yγ(t), yγ(t)].(2.24)
3. Il y a plusieurs solutions faibles a` (2.21). Pour 0 ≤ γ(t) ≤ 1, posons
cγ(t) = c1(t) + 2x1(t), Uγ(x, t) = u(x, t) si (x, t) ∈ R× [0, 1],
cγ(t) = c1(t) + 2γ(t)yγ(t), Uγ(x, t) = uγ(x, t) si (x, t) ∈ R× [1, 2].
Alors, d’apre`s les e´tapes 1 et 2, Uγ est l’unique solution de viscosite´ continue de
∂Uγ
∂t
= cγ(t)
∣∣∣∣∂Uγ∂x
∣∣∣∣ dans R× (0, 2],
Uγ(·, 0) = u0 dans R.
En prenant χγ(·, t) = γ(t)1 [−yγ(t),yγ (t)] pour 1 ≤ t ≤ 2, d’apre`s (2.23) et (2.24), nous
obtenons
1 {Uγ(·,t)>0} ≤ χγ(·, t) ≤ 1 {Uγ(·,t)≥0},
(voir Figure 5). Cela implique que toutes les fonctions Uγ , pour 0 ≤ γ(t) ≤ 1 mesurable,
sont des solutions faibles de (2.21) d’ou` la non-unicite´.
2.3.7. Re´sultats d’unicite´ pour les e´quations de Hamilton-Jacobi non-locales non-mono-
tones. Nous avons obtenu plusieurs re´sultats d’unicite´ sous des hypothe`ses diﬀe´rentes
dans le cas des dislocations. J’ai choisi d’axer la pre´sentation sur le dernier en date (e´tabli
dans [16], voir The´ore`me 2.13). C’est celui qui recquiert le moins de re´gularite´ sur la vitesse
(elle est seulement lipschitzienne en espace) et qui permet de pre´senter en paralle`le le cas
des dislocations et de FitzHugh-Nagumo en faisant ressortir les diﬀe´rences fondamentales
entre les deux proble`mes. Les techniques de preuve sont explique´es dans le § 2.3.8.
Dans le cas ou` la vitesse est peu re´gulie`re, nous avons e´te´ oblige´s de supposer qu’elle
est strictement positive, ce qui se traduit par un renforcement de (dislo-2) et (FN-2) :
(dislo-3) Il existe une constante c > 0 telle que, pour tous x ∈ RN , t ∈ [0, T ], 0 < c ≤
−|c0(·, t)|L1(RN ) + c1(x, t).
(FN-3) Il existe une constante c > 0 telle que 0 < c ≤ α.
Le re´sultat est
The´ore`me 2.13. [16, Theorems 3.1 et 4.1] Supposons que (dislo-1-3) (cas de disloca-
tions) ou (FN-1-3) (cas du syste`me de FitzHugh-Nagumo) sont ve´rifie´es et que la donne´e
initiale u0 lipschitzienne satisfait (borne-inf), (2.19) et que Γ0 := {u0 = 0} est C2. Alors,
il existe une unique solution de viscosite´ (classique) a` (2.11).
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E´nonc¸ons les re´sultats pre´ce´demment e´tablis pour les dislocations lorsque la vitesse est
plus re´gulie`re, C1,1 ou meˆme seulement semiconvexe. Une fonction f : RN → R est dite
semiconvexe s’il existe une constante L > 0 telle que, pour tout x, y ∈ RN ,
f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x) ≥ −L|y|2.(2.25)
La notion de semiconvexite´ est centrale en solution viscosite´ car, en ge´ne´ral, c’est la
meilleure re´gularite´ que l’on puisse espe´rer pour une solution d’une e´quation de Hamilton-
Jacobi. Nous n’entrerons pas dans les de´tails ici et renvoyons le lecteur au livre de Can-
narsa et Sinestrari [CS04] sur la semiconcavite´ (une fonction est semiconcave si son oppose´
est semiconvexe ; enﬁn une fonction qui est a` la fois semiconvexe et semiconcave est C1,1).
Nous avons les re´sultats suivants :
The´ore`me 2.14. (Cas des dislocations) Supposons que (dislo-1) est ve´rifie´e, que u0
satisfait (2.19) et (borne-inf) et que
c0(·, t) et c1(·, t) sont semiconvexes uniforme´ment par rapport a` t ∈ [0, T ].
(1) [ACM05, Theorem 4.3] et [8, Theorem 4.2] Si (dislo-2) est ve´rifie´e et que u0 est
semiconvexe, alors il existe une unique solution de viscosite´ (classique) a` (2.11).
(2) [13, Theorem 1.3] Si (dislo-3) est ve´rifie´e, alors il existe une unique solution de
viscosite´ (classique) a` (2.11).
2.3.8. E´le´ments de preuve des the´ore`mes d’unicite´. Je donne ici une esquisse de preuve
du The´ore`me 2.13 ; j’indiquerai, au moment opportun, comment obtenir les re´sultats du
The´ore`me 2.14 si la vitesse est plus re´gulie`re. Le but de ce paragraphe est de donner une
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ide´e de nos techniques, certains arguments ou calculs sont formels. Nous renvoyons aux
articles pour une preuve rigoureuse (voir [16, Proofs of Theorems 3.1 and 4.1]).
Sous les hypothe`ses du The´ore`me 2.13, conside´rons deux solutions classiques u1 et u2
de (2.11) avec la meˆme condition initiale u0 (leur existence est assure´e par les The´ore`mes
2.11 et 2.12).
1. Estimations pre´liminaires communes. Comme explique´ a` la ﬁn du § 2.3.4, les ensembles
{ui(·, t) ≥ 0}, i = 1, 2 sont inclus dans une boule B(0, R0 + V T ). (V ne de´pend que des
constantes du proble`me conside´re´) et les vitesses c[1 {ui(·,t)≥0}] satisfont (eikonale) avec
des constantes c, C ne de´pendant elles-aussi que des constantes du proble`me. Ainsi les
conclusions du The´ore`me 2.10 s’appliquent-elles aux ui. En particulier, pour δ > 0 assez
petit, on a la borne infe´rieure de gradient
|Dui| ≥ η
2
pour presque tout (x, t) tel que x ∈ {−δ ≤ ui(·, t) ≤ δ}.(2.26)
Pour 0 ≤ τ ≤ T, on de´ﬁnit
δτ = sup
RN×[0,τ ]
|u1 − u2|.
Comme δ0 = 0 et que les u
i sont continues, on peut prendre τ > 0 assez petit de sorte a`
ce que δτ < δ.
Comme les ui ve´riﬁent (2.11), par un re´sultat classique de comparaison de solutions
d’e´quations eikonales avec vitesses diﬀe´rentes (voir [8, Lemma 2.2]), on en de´duit
δτ ≤ |Du0|∞eC τ
∫ τ
0
|c[1 {u1(·,t)≥0}]− c[1 {u2(·,t)≥0}](·, t)|∞dt.(2.27)
Le but est maintenant d’estimer l’inte´grale par une quantite´ du type
oτ (1)δτ(2.28)
pour conclure a` δτ = 0 pour τ assez petit. Par un argument de continuation, on en de´duit
alors δT = 0 ce qui termine la preuve. A` ce niveau, se´parons le cas des dislocations et
celui du mode`le de FitzHugh-Nagumo ; la diﬀe´rence essentielle entre les deux proble`me
vient du noyau de convolution intervenant dans la vitesse. Pour les dislocations, ce noyau
est borne´ ce qui permet des estimations relativement simples et ge´ne´rales. Pour le mode`le
de FitzHugh-Nagumo, c’est le noyau de la chaleur qui apparaˆıt et ce dernier n’est pas
borne´ (en temps) ce qui induit une diﬃculte´ supple´mentaire et nous a force´ a` e´tablir des
estimations de pe´rime`tres tre`s ﬁnes et spe´ciﬁques pour obtenir (2.28).
2. Cas des dislocations. On poursuit le calcul (2.27) en utilisant la forme explicite (1.7)
de la vitesse :
δτ ≤ |Du0|∞eC τ
∫ τ
0
|c0(·, t) ⋆ (1 {u1(·,t)≥0} − 1 {u2(·,t)≥0})|∞dt
≤ c|Du0|∞eC τ
∫ τ
0
∫
RN
(
1 {−δτ≤u1≤0} + 1 {−δτ≤u2≤0}
)
dxdt,
en utilisant que c0 est borne´ (voir (dislo-1)) et que
|1 {u1≥0} − 1 {u2≥0}| ≤ 1 {−δτ≤u1≤0} + 1 {−δτ≤u2≤0} dans RN × [0, τ ].(2.29)
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A` ce niveau, on est ramene´ a` estimer∫ τ
0
∫
RN
1 {−δτ≤ui≤0}dxdt.
Selon les hypothe`ses, il y a plusieurs manie`res de proce´der, chacune conduisant a` l’un des
re´sultats cite´s plus haut. Commenc¸ons par un calcul naturel, qui permet de bien com-
prendre pourquoi les ingre´dients principaux de la preuve du The´ore`me 2.14 sont la borne
infe´rieure de gradient et des estimations de perime`tres des lignes de niveaux. Ensuite,
nous de´crirons la me´thode utilise´e pour prouver le The´ore`me 2.13. Par la formule de la
co-aire, en utilisant (2.26), on a∫
RN
1 {−δτ≤ui(·,t)≤0}dx =
∫ 0
−δτ
∫
{ui(·,t)=s}
|Du|−1dHN−1ds
≤ 2δτ
η
sup
−δτ≤s≤0
Per({u(·, t) = s}).
Si l’on est capable de produire des bornes de pe´rime`tres pour les ensembles niveau
{u(·, t) = s} avec s proche de 0 pour tout t ∈ [0, τ ], on peut conclure. C’est ce qui a
e´te´ fait dans [ACM05], ou` ces bornes sont la conse´quence de la propagation, au cours du
temps, de la proprie´te´ de boule inte´rieure pour le front si la vitesse est C1,1. Dans [8],
nous avons suivi une strate´gie qui se re´ve`le e´quivalente (la semiconvexite´ de u(·, t) as-
socie´e a` la borne de gradient sur le front est e´quivalente a` la proprie´te´ de boule inte´rieure
du front, cf. [8, Lemma A.1]). Mais cette strate´gie utilise des estimations L1 du volume
LN({−δτ ≤ ui ≤ 0}) ([8, Section 3]) qui e´vitent les estimations de pe´rime`tres et que
nous avons pu ame´liorer pour traiter des vitesses moins re´gulie`res (voir ci-dessous). Enﬁn,
dans [13], nous prouvons que, si (dislo-3) est satisfaite et la vitesse est semiconvexe, on
a cre´ation d’une boule inte´rieure pour le front au cours de l’e´volution, ce qui permet la`
aussi de re´cupe´rer les estimations de pe´rime`tres suﬃsantes pour conclure.
Reprenons notre preuve du The´ore`me 2.13. Soit ϕ : R → R+ une fonction continue telle
que δτϕ
′ = 1 [−δτ ,0] (il suﬃt de prendre ϕ nulle sur (−∞,−δτ ], valant 1 sur R+ et aﬃne
de pente 1/δτ sur [−δτ , 0]). Il suit (voir [16, Proposition 5.5] pour les de´tails), en utilisant
les hypothe`ses, la borne infe´rieure de gradient et l’e´quation que∫ τ
0
∫
RN
1 {−δτ≤ui≤0}dxdt =
∫ τ
0
∫
RN
δτϕ
′(ui(x, t))dxdt
≤
∫ τ
0
∫
RN
δτϕ
′(ui(x, t))
c[1 {ui≥0}](x, t)
c
|Dui|
η
dxdt
=
δτ
cη
∫ τ
0
∫
RN
ϕ′(ui(x, t))
∂ui
∂t
dxdt
=
δτ
cη
∫ τ
0
∫
RN
∂
∂t
ϕ(ui(x, t))dxdt
≤ δτ
cη
(LN({ui(·, τ) ≥ −δτ})− LN({u0 ≥ 0})) .
Le the´ore`me de convergence domine´ de Lebesgue entraˆıne que le majorant est un oτ (1)δτ
ce qui termine la preuve dans le cas des dislocations.
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3. Cas du mode`le de FitzHugh-Nagumo. Dans ce cas, la diﬀe´rence des vitesses dans (2.27)
s’estime par
|c[1 {u1(·,t)≥0}]− c[1 {u2(·,t)≥0}](·, t)|∞ = |(α(v1)− α(v2))(·, t)|∞ ≤ C|(v1 − v2)(·, t)|∞,
ou` vi est la solution de (2.14) avec χ = 1 {ui≥0}. On poursuit alors le calcul (2.27) en
utilisant la forme explicite de vi donne´e par le Lemme 2.8 et (2.29) :
δτ ≤ |Du0|∞eC τ
∫ τ
0
∫ t
0
∫
RN
G(x− y, t− s) (1 {−δτ≤u1≤0} + 1 {−δτ≤u2≤0}) dydsdt.(2.30)
A` ce niveau, on ne peut pas majorer G (ce qui permettrait de poursuivre la preuve
comme dans le cas des dislocations). De plus, la faible re´gularite´ de la vitesse (seulement
lipschitzienne en espace) ne nous permet pas d’espe´rer des proprie´te´s de propagation de
boule inte´rieure. Il nous a fallu travailler beaucoup plus pour prouver une propagation
de coˆne inte´rieur uniforme et prouver que cette proprie´te´ de coˆne uniforme permettant
d’obtenir des estimations de pe´rime`tres suﬃsantes pour conclure.
Nous commenc¸ons par prouver que
{−δτ ≤ ui ≤ 0} ⊂ Ei(t) :=
(
{ui(·, t) ≥ 0}+ 2δτB(0, 1)
η
)
\ {ui(·, t) ≥ 0}.
La somme ci-dessus est ensembliste (voir les notations au § 5). L’inclusion signiﬁe qu’on
peut controˆler les ensembles de niveau {−δτ ≤ ui ≤ 0} en “e´largissant” un peu (de 2δτ/η)
l’ensemble de niveau 0. Ceci n’est bien suˆr pas vrai en ge´ne´ral (si les fonctions sont “trop
plates”) et utilise de fac¸on essentielle la borne infe´rieure de gradient.
L’e´tape suivante consiste a` montrer que les ensembles {ui(·, t) ≥ 0} satisfont une pro-
prie´te´ de coˆne inte´rieur uniforme, c’est-a` dire qu’en tout point x du bord ∂{ui(·, t) ≥ 0},
on peut placer un coˆne Cρ,θx d’ouverture θ et de hauteur ρ dont le sommet est x et
Cρ,θx ⊂ {ui(·, t) ≥ 0} (voir Figure 6). La preuve de ce re´sultat s’appuie sur (FN-3)
ρ
θ
Fig. 6
(vitesse strictement positive) et le principe du maximum de Pontryagine non-lisse (voir
Clarke [Cla83]) qui entraˆınent la cre´ation d’un coˆne inte´rieur uniforme (notons que ce
genre de technique est de´ja` utilise´ pour la cre´ation de la boule inte´rieure uniforme dans
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[13]). Comme cette proprie´te´ est de plus ve´riﬁe´e au temps initial (a` cause de la re´gularite´
de Γ0), on obtient le re´sultat.
Puis, nous prouvons qu’un ensemble borne´ ayant la proprie´te´ de coˆne inte´rieur uniforme
est de pe´rime`tre ﬁni :
The´ore`me 2.15. [16, Theorem 5.8] Soit K un compact de RN ayant la proprie´te´ de
coˆne inte´rieur uniforme d’ouverture θ et de hauteur ρ. Alors, il existe une constante Λ
(de´pendant de N, ρ, θ) telle que, pour tout R > 0,
HN−1(∂K ∩B(0, R)) ≤ ΛLN(K ∩ B¯(0, R+ ρ/4)).(2.31)
La preuve de ce re´sultat n’est pas e´vidente et utilise des outils e´labore´s comme le the´ore`me
de recouvrement de Besicovitch.
Les deux re´sultats pre´ce´dents impliquent l’estimation suivante (cf. [16, Lemma 4.4]) :∫ t
0
∫
RN
G(x− y, t− s)1 Ei(t)dyds ≤ Λ˜
2δτ
η
,
ou` Λ˜ de´pend des donne´es du proble`me et de Λ (donne´ par (2.31)). En reprenant (2.30),
on obtient alors aise´ment un majorant du type (2.28), ce qui termine la preuve.
2.3.9. Commentaires et perspectives. Les techniques de´veloppe´es pour de´montrer la pro-
pagation de la proprie´te´ de boule inte´rieure uniforme ont e´te´ utilise´es en premier lieu
dans Cannarsa et Frankowska [CF06] (voir aussi Cannarsa et Cardaliaguet [CC06]). La
de´ﬁnition de la proprie´te´ de boule inte´rieure uniforme se de´duit facilement de celle donne´e
plus haut pour les coˆnes inte´rieurs (sinon nous renvoyons aux article sus-cite´s ou a` [8, Ap-
pendix A]). Une autre approche (fonde´e sur la pre´servation de la semiconvexite´ et la
borne infe´rieure de gradient), que nous avons exploite´e dans [8], utilise les re´sultats de [1].
La version du principe de Pontryagine (avec une dynamique peu re´gulie`re) dont nous
avons besoin pour les re´sultats de propagation de boules ou coˆnes inte´rieurs provient de
Clarke [Cla83]. Nous n’avons pas re´ussi a` nous passer de ces arguments de the´orie du
controˆle et optimisation pour obtenir nos re´sultats. Il serait inte´ressant de mieux com-
prendre ces re´sultats (en particulier, peut-on faire une preuve de type EDP?). Enﬁn, nous
renvoyons le lecteur au livre de Evans et Gariepy [EG92] pour la formule de la co-aire et
le the´ore`me de Besicovitch.
Les travaux pre´sente´s dans ce chapitre n’ont pas e´te´ e´crits en recherchant la plus grande
ge´ne´ralite´ ; nous avons pre´fe´re´ nous concentrer sur deux proble`mes mode`les qui se re´ve´lent
importants pour les applications. Il est possible de les ge´ne´raliser. La borne infe´rieure de
gradient, qui est un outil essentiel dans nos preuves, est intimement relie´e a` l’e´quation
eikonale et a` la vitesse ﬁnie de propagation. On ne peut donc pas espe´rer un tel re´sultat
pour des e´quations du second-ordre avec de la courbure (ou` la vitesse de propagation est
inﬁnie, voir § 2.2.2). Ne´anmoins, nous pensons qu’on peut obtenir des re´sultats dans cette
direction (par exemple, le The´ore`me 2.5 peut eˆtre interpre´te´ comme une sorte de borne
infe´rieure). Dans le cadre de l’ANR MICA, nous comptons, avec Guy Barles, soumettre
ce sujet a` un post-doctorant.
2.4. Proble`mes d’e´volution de front apparaissant en optimisation de forme.
Dans ce chapitre, je de´cris les re´sultats obtenus avec Pierre Cardaliaguet dans [10, 11].
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2.4.1. Les solutions de viscosite´ ge´ome´triques. La notion de solutions ge´ome´triques intro-
duite par Cardaliaguet [Car00, Car01] est directement inspire´e des solutions de viscosite´
pour les EDP de Crandall et Lions et est particulie`rement bien adapte´e aux e´volutions
ge´ome´triques du type (2.1), en particulier lorsqu’il est diﬃcile d’e´crire l’e´quation ge´o-
me´trique de l’approche par lignes de niveaux. Cette notion de solution a e´galement e´te´
utilise´e par Cardaliaguet et Rouy [CR06] pour le proble`me de Hele-Shaw (1.23). Des ap-
proches similaires peuvent eˆtre trouve´es dans les travaux de Andrews et Feldman [AF02],
Barles, Soner et Souganidis [BSS93, Son93, BS98].
La de´ﬁnition des solutions ge´ome´triques consiste a` “mimer” celle des solutions de vis-
cosite´ classiques au niveau ensembliste. En solutions de viscosite´, on remplace les de´rive´es
d’une fonction en un point par celles d’une fonction-test lisse qui “touche” le graphe de
cette fonction en ce point. Dans ce cas ge´ome´trique, on remplace la vitesse en un point
ou` l’ensemble n’est pas suﬃsamment re´gulier par la vitesse d’un ensemble lisse tangent a`
l’ensemble conside´re´ en ce point.
Nous aurons besoin des de´ﬁnitions suivantes qui sont illustre´es sur la Figure 7 (pour
eˆtre lisibles, les dessins repre´senteront des tubes de dimension 2).
R
N
t
Kr
K̂
K
S × [0,+∞)
K0

S {
(t, x)
νK(x, t) νx
νt
Fig. 7
– Nous dirons que K est un tube si c’est un sous-ensemble de RN × [0,+∞) tel que
K ∩ (RN × [0, T ]) est un compact de RN+1 pour tout T > 0. La tranche t du tube
est de´ﬁnie par Kt = {x ∈ RN : (x, t) ∈ K}. Pour toute famille d’ensembles (Ωt)t≥0
de RN (uniforme´ment borne´s sur [0, T ]), on peut naturellement fabriquer un tube
en les empilant en temps ; c’est bien entendu la raison d’eˆtre de cette de´ﬁnition ou`
K est alors le graphe en espace-temps de la famille (Ωt)t≥0. Comme on va utiliser
les tubes pour de´ﬁnir des solutions aux proble`mes (1.20) et (1.28), nous supposerons
une fois pour toute (pour ne pas avoir a` le re´pe´ter) que toutes les tranches des tubes
qui interviennent contiennent strictement la source S (de´ﬁnie a` la suite de la formule
(1.17)).
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– Le comple´mentaire K̂ de K est de´ﬁni par
K̂ = (RN × [0,+∞)) \ K.
– Un tube K est dit de classe Cs (s sera pris e´gal a` 1, 2 ou (1, 1)) si son bord ∂K est
de classe Cs.
– Un tube Kr est dit re´gulier (ou semi-continu infe´rieurement) si la condition suivante
est satisfaite
∀t > 0, ∀x ∈ Krt , si tn → t−, alors ∃xn ∈ Krtn tel que xn → x.
Cette condition technique interdit les vitesses d’e´volution inﬁnies, voir ci-dessous.
– Si K est un tube de classe au moins C1, sa vitesse normale en (x, t) ∈ ∂K est de´ﬁnie
par
VKt(x) = −
νt
νx
,(2.32)
ou` νK(x, t) = (νx, νt) est la normale unitaire exte´rieure a` K. Un simple calcul montre
que cette de´ﬁnition est cohe´rente avec l’e´volution classique des ensembles Ωt. Un
tube C1 est re´gulier si et seulement si νx 6= 0 pour tout (x, t) ∈ ∂K. Dans ce cas,
VKt(x) <∞.
– Un tube Kr re´gulier de classe C2 est dit tangent exte´rieurement a` un tube K au point
(x, t) si
K ⊂ Kr et (x, t) ∈ ∂K ∩ ∂Kr.
Il est dit tangent inte´rieurement si
K ⊃ Kr et (x, t) ∈ ∂K ∩ ∂Kr.
Sur la Figure 7, le tube re´gulier Kr est tangent inte´rieurement a` K en (t, x).
Utilisons cette terminologie pour de´ﬁnir des solutions a` proble`me d’e´volution de type (2.1)
que nous e´crirons sous la forme
−→V Ωt(x) = hλ(x,Ωt)−→n Ωt(x) := (h1(−→n Ωt(x), D−→n Ωt(x)) + λh2(x,Ωt))−→n Ωt(x),(2.33)
de manie`re a` pouvoir englober les deux proble`mes non-locaux (1.20) et (1.28) de´crits dans
l’introduction. Pour (1.20), h1 = −1 et pour tout ensemble S ⊂⊂ Ω ⊂⊂ RN et x ∈ ∂Ω,
h2(x,Ω) = |Dv(x)|2 avec v solution de (1.19).(2.34)
Pour (1.28), h2 est de´ﬁni comme ci-dessus et, pour toute matrice M ∈ SN et x ∈ RN ,
h1(x,M) = −Trace(M).
Dans ce dernier cas, on e´crira h1 = HΩ(x) ou`HΩ(x) repre´sente la courbure moyenne de ∂Ω
au point x (avec la convention que la courbure moyenne est ne´gative pour les ensembles
convexes).
On remarque que la vitesse (2.33) n’est pas de´ﬁnie pour tout ensemble Ω. Pour calculer
le terme non-local de Hele-Shaw qui apparaˆıt dans la vitesse, on doit re´soudre (1.19) ce
qui demande que que le bord soit globalement C1,1. Pour calculer la courbure moyenne
en un point x du bord, ce dernier doit eˆtre C2 au voisinage de x. Si maintenant K est
un tube, pour pouvoir calculer la vitesse (2.33) en un point (x, t) de son bord, il suﬃt
que ce tube soit re´gulier de classe C1,1 et de classe C2 au voisinage de (x, t) (cela permet
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de de´ﬁnir (2.32) et, en appliquant le the´ore`me des fonctions implicites, on obtient que
la tranche t est globalement C1,1 et localement C2). Enﬁn, chaque tranche doit contenir
strictement la source. On appelera tubes tests de tels tubes.
Tout ceci permet de donner la de´ﬁnition suivante.
De´ﬁnition 2.16. [10, Deﬁnition 1] Soit K un tube et S ⊂⊂ Ω0 ⊂⊂ RN un ouvert initial.
(1) Le tube K est une sous-solution du proble`me d’e´volution (2.33) si K est semi-
continu infe´rieurement et si, pour tout tube test Kr qui est tangent exte´rieurement
a` K en (x, t), on a
VKrt (x) ≤ hλ(x,Krt ) si t > 0
et K0 ⊂⊂ Ω0.
(2) Le tube K est une sur-solution du proble`me d’e´volution (2.33) si K̂ est semi-continu
infe´rieurement et si, pour tout tube test Kr qui est tangent inte´rieurement a` K en
(x, t), on a
VKrt (x) ≥ hλ(x,Krt ) si t > 0
et K̂0 ⊂⊂ RN \ Ω0.
(3) Enﬁn, le tube K est une solution si c’est a` la fois une sous- et une sur-solution.
2.4.2. Construction de solutions de viscosite´ ge´ome´triques pour le proble`me d’e´volution.
Nos re´sultats principaux sont les suivants
The´ore`me 2.17. [10, Theorem 3] (Principe d’inclusion) Soit 0 < λ1 < λ2, K1 une sous-
solution de (2.33) avec λ1 et K2 une sur-solution de (2.33) avec λ2. Si K10 ∩ K̂20 = ∅,
alors
K1t ∩ K̂2t = ∅ pour tout t ≥ 0.
Ce re´sultat est le plus important de notre travail [10]. Bien qu’assez intuitif (vu la
monotonie du proble`me), sa preuve est longue et diﬃcile. Avant d’en donner un aperc¸u,
e´nonc¸ons les conse´quences du The´ore`me 2.17.
Proposition 2.18. [10, Proposition 4] Pour tout S ⊂⊂ Ω0 ⊂⊂ RN , il existe au moins
une solution du proble`me d’e´volution (2.33). Plus pre´cise´ment, il existe une plus grande
solution K+ qui contient toutes les sous-solutions et une plus petite solution K− qui est
contenue dans toutes les sur-solutions.
La construction de solutions repose sur la me´thode Perron, classique en solutions de
viscosite´ depuis le travail de Ishii [Ish87] (voir Cardaliaguet [Car00] dans le contexte
pre´sent). On ne s’attend pas a` de l’unicite´ en ge´ne´ral. L’existence d’une plus grande et
plus petite solution distinctes est a` rapprocher du phe´nome`ne d’e´paississement explique´
dans le § 2.1 (voir aussi The´ore`me 2.4). On a cependant un re´sultat d’unicite´ ge´ne´rique,
voir [10, Proposition 5]. On prouve aussi un re´sultat de stabilite´ [10, Proposition 6] au
sens des limites d’ensembles de Kuratowski.
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2.4.3. Esquisse de la preuve du principe d’inclusion. La preuve du The´ore`me (2.17) est
diﬃcile et technique. J’essaie d’en donner les ide´es principales sans entrer dans les de´tails
en m’appuyant sur des dessins.
On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe t∗ > 0 tel que x∗ ∈ K1t∗ ∩ K̂2t∗ 6= ∅
(voir Figure 8). Le but est de comparer la vitesse de chacun des tubes en (x∗, t∗). En eﬀet,
R
N
t
K1
K̂2
t∗
(t∗, x∗)
tε
(s2, y2)
ε
(s1, y1)
Fig. 8
comme K1t∗ ⊂ K2t∗ et x∗ ∈ ∂K1t∗ ∩ ∂K2t∗ , par monotonie de l’e´volution (voir (1.14)), on doit
avoir VK1
t∗
(x∗) ≤ VK2
t∗
(x∗) ce qui est contradictoire (le tube 1 ne peut pas “rattrapper” le
tube 2 avec une vitesse infe´rieure). Il est de´licat de justiﬁer ce raisonnement car les tubes
ne sont pas ne´cessairement lisses au point de contact. On ne peut donc pas faire passer
un tube re´gulier lisse entre les deux (tangent inte´rieurement a` K̂2 et exte´rieurement a` K1)
de fac¸on a` calculer leur vitesse en (x∗, t∗).
L’ide´e, pour surmonter cette diﬃculte´, est de revenir un petit peu en arrie`re, de manie`re
a` cre´er un espace entre K1 et K̂2 : pour ε > 0 petit, on de´ﬁnit le premier temps tε ou` les
deux tubes sont a` distance ε :
tε = inf
{
t > 0 : min
x∈K1t
dist
(
(x, t), K̂2) ≤ ε}
(voir Figure 8). Maintenant, si on tronque K1 en tε en conside´rant le nouveau tube K˜1 :=
K1∩ (RN× [0, tε]), il se trouve que K˜1 est toujours une sous-solution de (2.33) avec λ1. On
s’est donc ramene´ au cas de deux tubes K˜1 et K̂2 arbitrairement proches mais a` distance
ε strictement positive. Dans la suite on supposera que cette distance ε entre K˜1 et K̂2
est re´alise´e entre les points (y1, s1) ∈ ∂K˜1 et (y2, s2) ∈ ∂K̂2 (cf. Figure 9). Il est de`s lors
possible d’interposer un tube lisse entre les deux qui va servir a` calculer leurs vitesses.
Dans cette optique, rappelons le lemme d’interposition d’Ilmanen.
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Lemme 2.19. [Ilm93b] Soient K1 un compact de R
N et K2 un ferme´ de R
N qui sont
disjoints. Alors il existe un ensemble ferme´ Σ dont le bord est de classe C1,1 tel que
K1 ⊂ Σ, Σ ∩K2 = ∅ et dist(K1, K2) = dist(K1, ∂Σ) + dist(∂Σ, K2).
Le point important dans ce re´sultat est bien suˆr la troisie`me e´galite´ qui signiﬁe, qu’a`
translation pre`s, Σ est tangent a` K1 et K2 (pour une illustration, voir Figure 9 avec K1 :=
K˜1 et K2 := K̂2). Aucune re´gularite´ n’est impose´e sur K1 et K2 ce qui est surprenant.
D’autre part, la re´gularite´ de Σ est optimale ; on le voit en prenant pour K1 un carre´
et pour K2 le comple´mentaire d’un carre´ contenant K1 (cf. Figure 10). Ce lemme est
K1
K2
Σ
Fig. 10
de´ja` un argument fondamental de [Car01, CR06] qui permet de construire des ensembles
tests pour calculer les vitesses de proble`mes d’e´volution. Ici on fait face a` deux diﬃculte´s
supple´mentaires qui ne permettent pas d’appliquer le Lemme 2.19 tel quel avec K˜1 et K̂2.
Tout d’abord, l’ensemble Σ obtenu est quelconque, rien ne permet d’aﬃrmer que c’est un
tube re´gulier (il est crucial que la normale en espace de Σ ne s’annule jamais). D’autre
part, Σ est de classe C1,1, ce qui est la re´gularite´ requise pour donner un sens au terme
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de Hele-Shaw (2.34), mais c’est insuﬃsant pour traiter les termes de courbure moyenne
(on a besoin que Σ soit C2 au voisinage des “points de contact”).
Pour ces deux raisons, nous avons duˆ e´tablir un re´sultat qui, d’une part, adapte l’in-
terposition d’Ilmanen au cas de tubes re´guliers de classe C1,1 et, d’autre part, permet
une approximation par des tubes C2. Il se trouve que ce re´sultat est en quelque sorte
une version non-locale ge´ome´trique du Lemme matriciel de Ishii [CIL92, Theorem 8.3] qui
est un outil fondamental dans la the´orie des solutions de viscosite´ du second ordre. Nous
l’avons donc e´nonce´ et prouve´ en toute ge´ne´ralite´ pour des applications futures.
The´ore`me 2.20. [10, Theorem 2] Soit K1 et K2 deux tubes re´guliers tels que K1 ⊂⊂ K2.
Supposons que
dist(K1, K̂2) = |(y1, s1)− (y2, s2)| > 0 avec (y1, s1) ∈ K1, (y2, s2) ∈ K̂2, s1, s2 > 0
et
y1 6= y2.(2.35)
Alors
(i) (Interposition) Il existe un tube Σ re´gulier de classe C1,1 tel que pour un certain
point (y¯, s¯) de son bord, Σ1 := Σ + (y1 − y¯, s1 − s¯) soit tangent exte´rieurement a` K1
en (y1, s1) et Σ
2 := Σ + (y2 − y¯, s2 − s¯) soit tangent inte´rieurement a` K1 en (y2, s2).
(ii) (Approximation simultane´e par des tubes C2) Pour tout ̺ > 0, il existe des suites
(Σ1,n) et (Σ2,n) de tubes re´guliers de classe C1,1 qui convergent respectivement vers
Σ1 et Σ2 (au sens C1,α pour tout α < 1), des suites de points (y1,n, s1,n) et (y2,n, s2,n)
qui convergent respectivement vers (y1, s1) et (y2, s2) et deux matrices syme´triques
X1, X2 de taille N − 1 qui ve´rifient :
(1) Σ1,n est tangent exte´rieurement a` K1 en (y1,n, s1,n) et Σ2,n est tangent inte´rieu-
rement a` K2 en (y2,n, s2,n).
(2) Pour i = 1, 2, Σi,n est de classe C2 dans un voisinage de (yi,n, si,n), la courbure
moyenne HΣi,nsi,n
(yi,n) converge vers Xi et
−1
̺
(
I I
I I
)
≤
(
X1 0
0 −X2
)
≤ 1
̺
(
I −I
−I I
)
.(2.36)
En fait, il est inutile de supposer (2.35) qui est une conse´quence de la re´gularite´ des tubes
K1 et K2. Cela se traduit sur la Figure 9 par le fait que le segment [(s1, y1), (s2, y2)] n’est
pas horizontal. La formule (2.36) permet d’exprimer de manie`re non-lisse des conditions du
second-ordre exactement comme dans le lemme matriciel d’Ishii ou` une ine´galite´ similaire
permet d’exprimer l’ine´galite´ “D2u1 ≤ D2u2” en un point de maximum de u1 − u2 pour
des fonctions u1, u2 non lisses. Ici (2.36) sert a` exprimer rigoureusement que “HfK1s1
(y1) ≤
HK2s2 (y2)”. Pour simpliﬁer l’expose´ et e´viter des passages a` la limite, supposons que Σ
i
est C2 dans un voisinage de (yi, si). Le The´ore`me pre´ce´dent nous donne alors deux tubes
re´guliers d’interposition qui ve´riﬁent
HΣ1s1 (y1) ≤ HΣ2s2 (y2).(2.37)
E´VOLUTION DE FRONTS ET E´QUATIONS DE HAMILTON-JACOBI 47
Pour continuer, nous avons besoin d’une estimation sur les termes de Hele-Shaw qui
est prouve´e dans [CR06] : pour tout ρ > 0 petit, il existe une constante µ > 0 telle que,
pour tout ensemble Ω de bord C1,1 et tout vecteur de translation p, on ait
h2(x+ p,Ω+ p) = |DvΩ+p(x+ p)|2 ≤ (1 + µ|p|)h2(x,Ω) = (1 + µ|p|)|DvΩ(x)|2
de`s que ∂Ω est a` distance au moins ρ de la source et Ω est dans une grosse boule de rayon
1/ρ. Dans la formule ci-dessus, vΩ de´signe la solution de (1.19) dans Ω. En appliquant ce
re´sultat dans notre cas, on obtient
|DvΣ1s1 (y1)|2 ≤ (1 + µ|y1 − y2|)|DvΣ2s2(y2)|2 ≤ (1 + µε)|DvΣ2s2(y2)|2(2.38)
car |y1 − y2| ≤ ε.
Nous avons maintenant tous les e´le´ments pour conclure. On e´crit que K˜1 est une sous-
solution en utilisant Σ1 comme tube test tangent exte´rieurement :
VΣ1s1 (y1) ≤ hλ1(y1,Σ
1
s1
) = HΣ1s1 (y1) + λ1|Dv
Σ1s1 (y1)|2
et que K̂2 est une sur-solution en utilisant Σ2 comme tube test tangent inte´rieurement :
VΣ2s2 (y2) ≥ hλ2(y2,Σ
2
s2
) = HΣ2s2 (y2) + λ2|Dv
Σ2s2 (y2)|2
Comme Σ1 et Σ2 sont e´gaux a` une translation pre`s, on a l’e´galite´ des vitesses VΣ1s1 (y1) =VΣ2s2 (y2) ce qui donne, en utilisant (2.37) et (2.38),
HΣ2s2 (y2) + λ2|Dv
Σ2s2 (y2)|2 ≤ HΣ1s1 (y1) + λ1|Dv
Σ1s1 (y1)|2
≤ HΣ2s2 (y2) + λ1(1 + µε)|Dv
Σ2s2(y2)|2.
En prenant ε > 0 assez petit, comme λ1 < λ2, on obtient la contradiction espe´re´e qui
termine la preuve.
2.4.4. Convergence vers l’e´quilibre. Comme explique´ dans l’introdution, la motivation de
l’e´tude du proble`me d’e´volution (2.33) est d’approcher, quand t → +∞, une solution
de (1.25) ou (1.27). Nous montrons le re´sultat suivant :
The´ore`me 2.21. [10, Theorem 4, Corollary 1] (convergence du flot (2.33)) Supposons
que la source S (de´finie a` la suite de (1.17)) soit strictement e´toile´e. Soit λ > 0 et K
une solution de (2.33) avec hλ de la forme (1.20) ou (1.28). Alors K(t) converge, pour la
distance de Hausdorff, vers l’unique solution K∞ de du proble`me de Bernoulli exte´rieur
ge´ne´ralise´
Trouver K ⊂⊂ RN tel que S ⊂⊂ K et hλ(x,K) = 0 pour tout x ∈ ∂K.(2.39)
Pour eˆtre complet, nous devons expliciter la notion de solution pour (2.39) puisque
K∞ n’est pas re´gulier en ge´ne´ral. Nous dirons que K est une solution de (2.39) si le
tube (constant en temps) ∪t≥0K × {t} est une solution du proble`me d’e´volution (2.33)
(au sens de la De´ﬁnition 2.16). Il y a plusieurs notions de solutions faibles pour de tels
proble`mes de frontie`res libres, nous renvoyons le lecteur au papier de Flucher et Rumpf
[FR97]. La de´ﬁnition que nous donnons ici est la plus commode dans notre cadre (voir
Beurling [Beu58] pour une de´ﬁnition semblable). Nous prouvons l’existence de solutions
([10, Proposition 7]) et l’hypothe`se sur le caracte`re e´toile´ de la source nous permet de
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prouver l’unicite´ de la solution de (2.39) (dans le cas particulier de (1.22), ce re´sultat
e´tait de´ja` connu, voir Tepper [Tep75]). La convergence est ensuite prouve´e en adaptant la
me´thode des semi-limites relaxe´es (introduite par Barles et Perthame [BP87, BP88, Bar94]
dans le contexte des solutions de viscosite´).
2.4.5. De´croissance de l’e´nergie le long de l’e´volution. Une solution de (2.39) est un point
critique de (1.25) ou (1.27). Cela justiﬁe l’approche nume´rique utilise´e par Allaire, Jouve
et Toader [AJT02, AJT04] (voir e´galement les re´fe´rences donne´es dans ces articles) qui
ont construit des ﬂots de gradient discrets pour re´soudre les proble`mes d’optimisation de
forme (dont (1.17) ou (1.26) sont des cas particuliers).
Dans le cas particulier du proble`me (1.17) et du ﬂot (1.20), nous pouvons pre´ciser le
re´sultat de convergence du The´ore`me (2.21) en prouvant
The´ore`me 2.22. [11, Theorem 6.1] Soit λ > 0 et Ω0 tel que LN(∂Ω0) = 0. Si le proble`me
d’e´volution (1.20) a une unique solution K, alors
t ∈ [0,+∞) 7→ Eλ(Kt) est de´croissant.
De´marrer d’un ensemble initial dont le bord est de mesure nulle est une condition
ne´cessaire pour espe´rer de l’unicite´. L’unicite´ du ﬂot signiﬁe que LN(K+ \ K−) = 0 ou`
K+ et K− sont respectivement la plus grande et la plus petite solution donne´es par la
Proposition 2.18 (elles ne sont pas e´gales en ge´ne´ral, la plus grande e´tant un ensemble
ferme´ alors que la plus petite est ouverte). L’hypothe`se d’unicite´ n’est pas trop restrictive
du fait de l’unicite´ ge´ne´rique pour le proble`me d’e´volution.
Comme explique´ dans l’introduction, le calcul de l’e´nergie Eλ(Kt) n’est pas imme´diat
quand K est une solution de viscosite´ car cette notion de solution n’est pas de´ﬁnie a`
partir de l’e´nergie associe´e au ﬂot (1.20). Meˆme dans le cas bien connu de l’e´volution
par courbure moyenne, de´montrer que le pe´rime`tre est de´croissant pour les solutions de
viscosite´ n’est pas chose facile. Cela a e´te´ prouve´ par Evans et Spruck [ES91, ES92] par
des techniques de re´gularisation et par Chambolle [Cha04] en utilisant les mouvements
minimisants (voir Almgren, Taylor et Wang [ATW93], Ambrosio [Amb95] et Ambrosio,
Gigli et Savare´ [AGS08]). C’est cette dernie`re approche que nous utilisons en construisant
un ﬂot de gradient discret (Ωhn) pour Eλ. L’ensemble Ω
h
n+1 est obtenu en minimisant
une fonctionnelle Jh(Ω
h
n, ·) qui est e´gale a` l’e´nergie plus un terme de pe´nalisation (en 1/h)
empeˆchant Ωhn+1 d’eˆtre trop loin de Ω
h
n. Suivant les ide´es de [Cha04] nous prouvons que les
limites de ces ﬂots dicrets convergent vers nos solutions de viscosite´ ge´ome´triques quand
h → 0. La preuve s’appuie de fac¸on cruciale sur des proprie´te´s ﬁnes des minimiseurs de
Jh(Ω
h
n, ·) obtenues par Alt et Caﬀarelli [AC81]. Comme l’e´nergie discre`te est de´croissante,
le re´sultat suit.
2.4.6. Commentaires et perspectives. Concernant l’optimisation de forme, nous renvoyons
a` [All02, All07, HP05] pour des de´tails. Lorsqu’on de´marre d’un ensemble Ω0 lisse, Escher
et Simonett [ES97] ont prouve´ l’existence et l’unicite´ d’une solution lisse pour (2.33) pour
des temps petits. Pour obtenir l’existence en temps grand, nous avons utilise´ les solutions
de viscosite´ ge´ome´triques mais il est possible d’utiliser l’approche par lignes de niveaux :
voir Kim [Kim05] ou` un proble`me de Stefan est traite´. Les mouvements minimisants ont
e´te´ re´cemment utilise´s par Forcadel et Monteillet [FM07] pour construire des solutions
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faibles a` des proble`mes d’e´volution dont la vitesse est de type dislocation plus un terme
de courbure moyenne.
Par la suite, avec Pierre Cardaliaguet et Marc Dambrine, nous aimerions poursuivre
les travaux ci-dessus en prouvant la convergence (au moins pour des sous-suites) du
The´ore`me 2.21 meˆme dans des cas plus ge´ne´raux ou` on n’a pas unicite´ pour le proble`me
limite. Dans ce cas, les techniques utilise´es ne fonctionnent plus (car l’approche par semi-
limites relaxe´es repose sur la comparaison pour le proble`me limite).
Enﬁn, la notion de solutions de´crite dans le § 2.4.1 peut eˆtre utilise´e dans de nombreux
autres proble`mes non-locaux et devrait amener des re´sultats nouveaux. Nous avons des
e´bauches de re´sultats dans des proble`mes apparaissant en combustion (voir Caﬀarelli
et Vazquez [CV95]) et j’aimerais regarder des proble`mes faisant intervenir la courbure
gaussienne (mode´les d’e´rosion de galets, voir par exemple Ishii et Mikami [IM01, IM04b,
IM04a] et leurs re´fe´rences).
3. E´quations de Hamilton-Jacobi-Bellman
3.1. Unicite´ pour des e´quations de Hamilton-Jacobi-Bellman relie´es a` des pro-
ble`mes de controˆle stochastique non-borne´s. Je vais de´crire les travaux [9, 19],
e´crits avec Francesca Da Lio, a` travers les cas des EDP (1.29) avec (1.30)-(1.31) et (1.29)
avec (1.37)-(1.38).
Dans ces deux cas, le re´sultat principal est un principe de comparaison pour les solutions
de viscosite´ avec certaines croissances que nous introduisons maintenant. Nous dirons
qu’une fonction u : RN × [0, T ] → R est dans la classe quadratique Q s’il existe une
constante C telle que
|u(x, t)| ≤ C(1 + |x|2) pour tout x ∈ RN uniforme´ment pour t ∈ [0, T ],(3.1)
et dans la classe sous-quadratique SQ si
|u(x, t)|
1 + |x|2 −→|x|→+∞ 0 uniforme´ment pour t ∈ [0, T ].(3.2)
Passons aux hypothe`ses sur les donne´es. Je ne traite pas le cas le plus ge´ne´ral, pre´fe´rant
renvoyer le lecteur aux articles (voir [9, (A1)–(A3)] et [19, (A), (B), (C)]).
Dans le cas (1.29) avec (1.30)-(1.31), on suppose que l’ensemble de controˆle non-borne´
est A et B est compact. Le traitement de G ne pose donc pas de diﬃculte´ particulie`re
et je prends ici G = 0. De meˆme, supprimons la de´pendance en temps des donne´es.
L’EDP (1.29) s’e´crit alors
−∂u
∂t
+ sup
α∈A
{
−1
2
Trace
[
σ(x, α)σT (x, α)D2u
]− 〈b(x, α), Du〉 − ℓ(x, α)} = 0(3.3)
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dans RN×(0, T ) avec la condition terminale u(x, T ) = ψ(x). On supposera que les donne´es
sont continues et qu’il existe ν, C > 0 tels que, pour tous x, y ∈ RN , α ∈ A,
(i) |b(x, α)| ≤ C(1 + |x|+ |α|) et |b(x, α)− b(y, α)| ≤ C(1 + |α|)|x− y|,
(ii) ν|α|2 − C(1 + |x|2) ≤ ℓ(x, α) ≤ C(1 + |x|2 + |α|2) (couˆt coercif en α),
(iii) σ est localement lipschitzien et satisfait l’une des deux conditions suivantes :
|σ(x, α)| ≤ C(1 + |x|) (diﬀusion borne´e par rapport au controˆle)
|σ(x, α)| ≤ C(1 + |x|+ |α|) (diﬀusion non-borne´e par rapport au controˆle).
(3.4)
Dans le cas (1.29) avec (1.37)-(1.38), l’e´quation devient
−∂u
∂t
− 1
2
Trace
[
σ(x)σT (x)D2u
]− 〈b(x), Du〉+ f(x, u, σ(x)Du) = 0.(3.5)
On suppose que la de´rive b et la diﬀusion σ satisfont les meˆmes hypothe`ses (3.4) (i) et
(iii) (sans le controˆle) et que f ve´riﬁe : il existe C > 0 tels que, pour tous x, y ∈ RN , u, v ∈
R, p ∈ RN
(i) |f(x, u, p)| ≤ C(1 + |x|2 + |u|+ |p|2) (croissance quadratique),
(ii) |f(x, u, p)− f(y, u, p)| ≤ C(1 + |u|+ |p|)|x− y|,
(iii) p 7→ f(x, u, p) est convexe,
(iv) σ est borne´,
(v) |f(x, u, p)− f(x, v, p)| ≤ C|u− v|.
(3.6)
Nous pouvons maintenant e´noncer nos re´sultats :
The´ore`me 3.1. Dans ce the´ore`me u de´signe une sous-solution de viscosite´ de l’EDP
(qui sera pre´cise´e) et v une sur-solution qui sont ordonne´es au temps final, c’est-a`-dire
u(x, T ) ≤ ψ(x) ≤ v(x, T ). Alors, nous avons comparaison,
u(x, t) ≤ v(x, t) pour tout temps t ∈ [0, T ]
dans les cas suivants :
(1) [9, Theorem 2.1] Pour (3.3) sous l’hypothe`se (3.4) avec une diffusion borne´e par
rapport au controˆle si u, v, ψ sont dans Q.
(2) [19, Theorem 2.1] Pour (3.3) sous l’hypothe`se (3.4) avec une diffusion a` croissance
line´aire par rapport au controˆle si u, v, ψ sont dans SQ.
(3) [19, Theorem 3.1] Pour (3.5) sous l’hypothe`se (3.6) si u, v, ψ sont dans Q.
La preuve de [19, Theorem 2.1] ne´cessite une adaptation de la de´ﬁnition de la sur-
solution de viscosite´ pour e´viter les cas ou` l’hamiltonien est inﬁni. A` l’exception de la
re´gularite´ (3.6) (ii) de f en x que nous avons duˆ introduire dans [19, Theorem 3.1], nous
prouvons la comparaison sous des hypothe`ses identiques a` celles utilise´es par Briand et
Hu [BH08] pour montrer l’existence et l’unicite´ d’une solution a` l’EDSR associe´e a` (3.5) et
obtenir la formule de Feynman-Kac correspondante. Cela donne donc une correspondance
comple`te entre l’EDSR et l’EDP.
Les preuves de ces re´sultats sont similaires et susceptibles de ge´ne´ralisations a` d’autres
proble`mes. Elles reposent sur des techniques approfondies de solutions de viscosite´. Je me
bornerai ici a` en donner les grandes lignes. On commence par e´crire l’e´quation satisfaite
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par µu ou µ est un parame`tre ﬁxe´ proche de 1. L’inte´reˆt de ce parame`tre µ est, qu’en
e´crivant les ine´galite´s de viscosite´ satisfaites par la sous-solution µu et la sur-solution v,
on cre´e une dyssyme´trie entre les non-line´arite´s. Cela permet d’utiliser de fac¸on cruciale
la convexite´ pour de´montrer que µu − v est sous-solution de viscosite´ d’une nouvelle
e´quation “line´arise´e” (ou plutoˆt “extre´male”). Ensuite on construit une sur-solution lisse
ΦR nulle sur toute boule B(0, R) et a` croissance quadratique de cette nouvelle e´quation ;
l’originalite´ de cette sur-solution, qui apparaˆıt de´ja` dans Barles, Burdeau, Romano et
Samsoen [BBRS95], est qu’elle est non-explicite et elle-meˆme solution d’une e´quation
parabolique de type chaleur. On obtient alors facilement µu − v ≤ ΦR et on conclut en
passant aux limites R→ +∞ et µ→ 1.
Enﬁn, dans [9, Theorem 3.1], sous les hypothe`ses (3.4) (avec σ borne´ par rapport au
controˆle), nous prouvons que la fonction valeur
V (x, t) = Etx{
∫ T
t
ℓ(Xs, αs) ds+ ψ(XT )}
du proble`me de controˆle stochastique gouverne´ par
(3.7)
{
dXs = b(Xs, αs)ds+ σ(Xs, αs)dWs, s ∈ (t, T ), 0 ≤ t ≤ T,
Xt = x ∈ RN ,
est l’unique solution de viscosite´ de (3.3) dans Q. En ge´ne´ral, pour prouver ce type de
re´sultat, on montre que la fonction valeur est solution de viscosite´ de l’EDP a` l’aide du
principe de la programmation dynamique. Dans ce contexte non borne´, cette strate´gie est
de´licate et nous avons compare´ directement V avec l’unique solution de viscosite´ de (3.3).
3.2. Homoge´ne´isation de syste`mes monotones d’e´quations de Hamilton-Jacobi
du premier ordre. Le travail [15] e´crit en collaboration avec Fabio Camilli et Paola Lo-
reti est somme toute assez naturel et les techniques que nous avons mis bout a` bout sont,
depuis les ce´le`bres travaux [LPV86, Eva89], bien connues. Nous renvoyons le lecteur au pa-
pier de Alvarez et Bardi [AB03] pour une vue d’ensemble des proble`mes d’homoge´ne´isation
des e´quations de Hamilton-Jacobi dans le cas pe´riodique.
Notre contribution a consiste´ a` adapter ces me´thodes au cas du syste`me (1.39). Les
syste`mes monotones d’e´quations de Hamilton-Jacobi ont de´ja` e´te´ e´tudie´s par Engler et
Lenhart [EL91], Ishii et Koike [IK91a, IK91b, Ish92] et Camilli et Loreti [CL08] dans
des cas stationnaires avec des hypothe`ses de monotonie semblables a` la noˆtre qui peut
s’exprimer par :
si r, s ∈ RM et rj − sj = max
k=1,...,M
{rk − sk} ≥ 0, alors
pour tout x, y, p ∈ RN , Hj(x, y, r, p)−Hj(x, y, s, p) ≥ 0.
(3.8)
Comme les re´sultats que nous prouvons sont de facture assez classique, je n’en dirai pas
plus et je renvoie a` [15] pour les de´tails.
3.3. Re´fe´rences, commentaires et perspectives. Il existait de´ja` de nombreux tra-
vaux sur les solutions de viscosite´ pour des EDP du type (3.3) et les proble`mes de controˆle
optimal non-borne´s. Dans le cas de´terministe (e´quations d’ordre 1), citons les travaux de
Alvarez [Alv97], Barles [Bar90], Bardi et Da Lio [BDL97], Cannarsa et Da Prato [CDP89],
Rampazzo et Sartori [RS00] et les livres [Bar94, BCD97]. Dans le cadre stochastique,
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les cas classiques sont traite´s dans Fleming et Rishel [FR75], Krylov [Kry80], Bensous-
san [Ben82], Lions [Lio82, Lio83a, Lio83b], Fleming et Soner [FS93], Yong et Zhou [YZ99].
Les travaux qui se rapprochent le plus des noˆtres sont ceux de Alvarez [Alv96] en horizon
inﬁni, Ishii [Ish97] pour l’ordre 1 (dont nous nous sommes beaucoup inspire´) et les travaux
de´ja` cite´s de Kobylanski [Kob00] et Krylov [Kry01].
Les EDP du type (1.29) avec (1.30)-(1.31) ont des applications dans divers domaines :
voir par exemple Iourtchenko [Iou00] (en me´canique pour des syste`mes a` 1 degre´ de li-
berte´ soumis a` des excitations ale´atoires) et Benth et Karlsen [BK05] (en mathe´matiques
ﬁnancie`res) ou` nos re´sultats son utilise´s. Pour les mathe´matiques ﬁnancie`res, voir aussi
Pham [Pha02] et pour une introduction ge´ne´rale, les livres de Øksendal [Øks98] et Lam-
berton et Lapeyre [LL97]. Enﬁn, (1.29) peut eˆtre relie´e a` des proble`mes de controˆle risque-
sensitif qui peuvent eˆtre vus comme des jeux diﬀe´rentiels (voir les travaux de Fleming et
MacEneaney [FM92, McE95a, McE95b, McE98] et Nagai [Nag96]). Dans ce contexte, [9]
ame´liore les re´sultats de Da Lio et MacEneaney [DLM02].
Pour une pre´sentation aux EDSR, nous renvoyons aux re´fe´rences classiques Pardoux et
Peng [PP90, PP92] et au livre [EKM97]. Notre re´sultat [19, Theorem 2.1] correspond de
fac¸on satisfaisante a` celui obtenu par Briand et Hu [BH08] pour la partie EDSR. Nous
sommes encore loin de la ge´ne´ralite´ obtenue par Kobylanski [Kob00, Theorem 3.2] dans
le cas des solutions borne´es (sa preuve repose sur un changement de variable de type
Hopf-Cole qui est inapplicable pour les solutions non-borne´es). Nous espe´rons pouvoir
ame´liorer nos re´sultats.
Une autre suite a` donner a` nos travaux concerne le cas de (3.5) lorsque f est quadratique
par rapport au gradient sans eˆtre convexe. Ce proble`me a de´ja` e´te´ aborde´ dans des cas
“simples” dans [9, Section 4] pour
−∂u
∂t
+ h(x)|Du|2 dans RN × [0, T ]
avec h qui peut changer de signe et u quadratique. Avec Francesca Da Lio, nous avons
de´ja` obtenu de nouveaux re´sultats (travail en cours).
Avec Shigeaki Koike, nous travaillons sur le meˆme type de proble`mes que ceux pre´sente´s
ci-dessus mais dans le cas stationnaire, typiquement pour des EDP elliptiques du type
u− Trace(σ(x)σT (x)D2u) + 〈b(x), Du〉+ 〈c(x)Du,Du〉 = f(x) dans RN ,
ou` f et la solution u sont dans SQ et c est une matrice qui n’est ni de´ﬁnie positive, ni
de´ﬁnie ne´gative. Nous avons de´ja` quelques re´sultats.
Enﬁn, dans le cadre de l’ANR KAM faible, nous comptons, avec Fabio Camilli et Paola
Loreti, poursuivre l’e´tude des syste`mes monotones d’e´quations de Hamilton-Jacobi en
nous inte´ressant a` leur comportement asymptotique. Suivant les parame`tres de couplage,
nous pensons que des phe´nome`nes inte´ressants peuvent apparaˆıtre.
4. Ine´galite´ de Kurdyka- Lojasiewicz, trajectoires de gradient et
fonctions convexes
4.1. Caracte´risation de l’ine´galite´ de Kurdyka- Lojasiewicz a` l’aide des trajec-
toires de gradient. Le travail [18], en collaboration avec Je´roˆme Bolte, Aris Daniilidis et
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Laurent Mazet, s’inscrit dans une e´tude entreprise par les deux premiers auteurs, Lewis et
Shiota [BDL06b, BDL06a, BDLS07] de l’ine´galite´ de  Lojasiewicz (et de sa ge´ne´ralisation
propose´e par Kurdyka) pour une fonction non ne´cessairement analytique, voire non-
diﬀe´rentiable. Nous donnons des caracte´risations de l’ine´galite´ de Kurdyka- Lojasiewicz
a` l’aide des proprie´te´s des trajectoires de gradient de la fonction et e´tudions en particulier
le cas des fonctions convexes.
Notre papier [18] est e´crit dans un cadre non-lisse, essentiellement celui des fonctions
semi-convexes (voir (2.25) pour la de´ﬁnition et Albano et Cannarsa [AC99] pour le cas de
la dimension inﬁnie). Comme il apporte des re´sultats nouveaux meˆme dans le cadre de
fonctions plus re´gulie`res, pour simpliﬁer au maximum l’expose´, je m’eﬀorcerai d’e´noncer
les re´sultats principaux dans le cadre lisse.
Kurdyka a remarque´ ([Kur98]) qu’on pouvait ge´ne´raliser l’ine´galite´ de  Lojasiewicz (1.41)
pour traiter des fonctions non-analytiques. C’est dans ce cadre que nous nous plac¸ons.
Dans toute la suite, supposons, pour simpliﬁer, que f : H → R (H est un espace de
Hilbert) est une fonction C1 positive telle que f(0) = 0 (0 est un point critique et un
minimum). Nous dirons qu’une telle fonction f satisfait l’ine´galite´ de Kurdyka- Lojasiewicz
s’il existe r0 > 0 et ϕ ∈ KL(0, r0) tel que
||∇(ϕ ◦ f)(x)|| ≥ 1 pour tout x ∈ {0 < f ≤ r0},(4.1)
ou`
KL(0, r0) =
{
ϕ : [0, r0]→ R+ continue, ϕ(0) = 0, ϕ ∈ C1(0, r0), ϕ′ > 0
}
.
L’ine´galite´ de  Lojasiewicz est le cas particulier ou` l’on peut prendre ϕ(r) = 1
C(1−θ)
r1−θ.
Notre principal re´sultat est de de´crire tre`s pre´cise´ment le lien entre l’ine´galite´ de
Kurdyka- Lojasiewicz et les trajectoires de gradient de f,
γ˙(t) = −∇f(γ(t)), t > 0, γ(0) = x0.(4.2)
Pour l’e´noncer, nous avons besoin de la notion de trajectoires par morceaux. Une courbe
argmin f
Fig. 11
γ : [0, T ) → H (T peut eˆtre e´gal a` +∞) est une trajectoire par morceaux s’il existe une
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partition de´nombrable de [0, T ) en intervalles Ik telle que chaque restriction γ|Ik est C
1.
Une courbe γ : [0, T )→ H est une trajectoire de gradient par morceaux de f si γ est une
trajectoire par morceaux et de plus γ|Ik satisfait (4.2) et les intervalles f(γ|Ik) et f(γ|Il)
ont au plus un point en commun pour k 6= l (voir Figure 11 pour une trajectoire en
4 morceaux entre des lignes de niveaux de f). Enﬁn nous de´ﬁnissons la longueur d’une
trajectoire par morceaux par
long(γ) =
∫ T
0
||γ˙(t)||dt.
The´ore`me 4.1. [18, Theorem 18] Soit f : H → R positive avec f(0) = 0. Supposons que
0 soit une valeur critique isole´e dans [0, r¯] pour un certain r¯ > 0 et que l’ensemble {f ≤ r¯}
est compact (pour la topologie forte). Alors les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) [Ine´galite´ de Kurdyka- Lojasiewicz] Il existe r0 ∈ (0, r¯) et ϕ ∈ KL(0, r0) tels que
(4.1) soit vraie.
(ii) [Longueur ﬁnie des trajectoires de gradient] Il existe r0 ∈ (0, r¯) et une fonc-
tion continue strictement croissante σ : [0, r0] → [0,+∞) avec σ(0) = 0 tels que toute
trajectoire de gradient γ([0, T )) ⊂ {f ≤ r¯} satisfasse∫ T
0
||γ˙(t)||dt ≤ σ(f(x))− σ(f(γ(T ))).
(iii) [Longueur ﬁnie des trajectoires de gradient par morceaux] Il existe r0 ∈
(0, r¯) et une constante M telle que toute trajectoire de gradient par morceaux γ([0, T )) ⊂
{f ≤ r¯} satisfasse
long(γ) ≤M.
(iv) [Talwegs de longueur ﬁnie] Pour tout R > 1, il existe r0 ∈ (0, r¯), un ensemble
ferme´ D contenant {0 < f ≤ r¯} et une trajectoire par morceaux γ : (0, r0) → H de
longueur finie qui est une se´lection dans le talweg VR, c’est-a`-dire, pour tout 0 < r ≤ r0,
γ(r) ∈ VR(r) :=
{
x ∈ {f = r} ∩D : ||∇f(x)|| ≤ R inf
y∈{f=r}∩D
||∇f(y)||
}
.
(v) [Condition d’inte´grabilite´] Il existe r0 ∈ (0, r¯) tel que la fonction
u(r) =
1
inf
x∈{f=r}
||∇f(x)|| , r ∈ (0, r0]
soit finie et appartienne a` L1(0, r0).
(vi) [Re´gularite´ me´trique] Il existe r0 ∈ (0, r¯) et ϕ ∈ KL(0, r0) tels que pour tous
0 < r1, r2 ≤ r0,
dH({f ≤ r1}, {f ≤ r2}) ≤ |ϕ(r1)− ϕ(r2)|,
ou` dH est la distance de Hausdorff.
Le talweg est un terme utilise´ en ge´ologie. De manie`re image´e, c’est le lieu ou` se forment
les lits des rivie`res (qui coulent selon la ligne de plus grande pente mais la` ou la pente est la
plus faible pour une ligne de niveau donne´e). La condition d’inte´grabilite´ (v) est peut-eˆtre
celle a` laquelle on aboutit le plus naturellement lorsqu’on exprime les conditions que doit
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satisfaire ϕ pour que (4.1) soit ve´riﬁe´e. Enﬁn, il est important de noter, que malgre´ notre
intuition de de´part, il faut plus que la longueur ﬁnie des trajectoires de gradient pour
assurer l’ine´galite´ de de Kurdyka- Lojasiewicz ((ii) et (iii)). La proprie´te´ (vi) est relie´e aux
proprie´te´s de re´gularite´ me´triques de f qui ont une grande importance en optimisation
([AC04, Iof00, DQZ06]) et dont nous ne donnons qu’une de´ﬁnition “intuitive”. Si une
fonction f est lispchitzienne, on peut estimer pre´cise´ment |f(x) − f(y)| en fonction de
|x − y|. La re´gularite´ me´trique est, en un sens, l’inverse de cette proprie´te´ ; sachant que
f(x) est proche de f(y), on arrive a` en de´duire que les ensembles de niveaux f−1(x) et
f−1(y) sont proches (au sens de la distance de Hausdorﬀ). Bien e´videmment, une telle
proprie´te´, qui est fausse en ge´ne´ral, est garantie par des bornes infe´rieures de gradient
et nous prouvons que (4.1) joue ce roˆle. Notons enﬁn que l’hypothe`se de compacite´ des
sous-niveaux de f n’est pas vide en dimension inﬁnie ; elle est satisfait par exemple pour
des fonctionnelles du type
f(u) =
1
2
∫
Ω
||∇u||2 +
∫
Ω
g(u), u ∈ H1(Ω),
ou` Ω est un ouvert borne´, g une fonction semiconvexe (voir (2.25) pour une de´ﬁnition),
qui ont une grande importance dans l’application de l’ine´galite´ de  Lojasiewicz en EDP.
Comme applications de ce the´ore`me, nous pouvons citer par exemple des re´sultats
de convergence pour l’algorithme proximal [18, Theorem 24]. Nous e´tudions aussi plus
particulie`rement le cas des fonctions convexes pour lesquels, les conclusions du The´ore`me
4.1 peuvent eˆtre renforce´es. Nous donnons une condition de croissance sous laquelle une
fonction convexe satisfait l’ine´galite´ de Kurdyka- Lojasiewicz [18, Theorem 30] : s’il existe
une fonction continue strictement croissante m : [0,+∞) → [0,+∞) telle que m(0) = 0,
f ≥ m(dist(·, argmin f)) et∫ ρ
0
m−1(r)
r
dr < +∞ (pour un ρ > 0),(4.3)
alors f satisfait (4.1) avec
ϕ(r) =
∫ r
0
m−1(s)
s
ds.
Ce re´sultat englobe des fonctions avec certaines “croissances non-analytiques”. Par exemple
m(r) = exp(−1/√r) satisfait (4.3).
Mais le re´sultat le plus important que nous obtenons dans le cas convexe est un contre-
exemple [18, Lemma 35, Theorem 36] a` (4.1). La construction est loin d’eˆtre triviale.
En premier lieu, nous fabriquons une famille de´nombrable (Ck)k∈N de convexes compacts
emboˆıte´s du plan (dont les bords sont disjoints deux a` deux) qui ve´riﬁent∑
k∈N
dH(∂Ck, ∂Ck+1) = +∞(4.4)
(ce qui est de´ja` en soi une proprie´te´ suprenante et inattendue !). Ensuite nous utilisons un
the´ore`me duˆ a` Torralba [Tor96] qui permet de construire une fonction convexe continue
dont les ∂Ck sont des lignes de niveaux. La proprie´te´ (4.4) permet alors de trouver une
trajectoire de gradient par morceaux de longueur inﬁnie (ce qui permet de conclure par
le The´ore`me 4.1). Enﬁn, dans le but de prouver que ce n’est pas le de´faut de re´gularite´
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de f (qui est seulement continue) qui permet de telles pathologies, nous montrons, ce qui
n’est pas e´vident techniquement, qu’il est possible de lisser la fonction (pour la rendre Cm
pour tout m ≥ 1) sans trop modiﬁer la trajectoire de gradient par morceaux.
4.2. Longueur des trajectoires de gradient d’une fonction quasiconvexe dans le
plan. L’origine des questions que nous traitons dans [20] avec Aris Daniilidis et Ste´phane
Sabourau provient du travail [18] de´crit pre´cedemment. Elles me paraissent cependant tre`s
naturelles et il est amusant de remarquer qu’elles peuvent s’e´noncer de manie`re vulgarise´e.
Imaginons un randonneur qui se trouve dans une valle´e ferme´e (on peut imaginer un
crate`re de volcan ou un cirque) et qui veut atteindre un refuge dans le fond de la valle´e.
Malheureusement, un e´pais brouillard couvre toute la zone. Ayant regarde´ une carte avant
de partir, il sait que la topographie de la valle´e est assez re´gulie`re, a une vague ide´e de
l’altitude ou` il se trouve (disons 500m au-dessus du fond de la valle´e) et de l’e´tendue de
cette valle´e (sur la carte, elle est incluse dans un disque de 5 km de diame`tre). Enﬁn, il
a remarque´ qu’il n’y a pas de zone de plat hormis au fond ou` se trouve le refuge et que
les lignes de niveaux sont toutes convexes (en cas de pluies diluviennes qui viendraient
a` noyer toute la valle´e, il ne se formerait qu’un seul lac au cours du remplissage). Perdu
comme il est dans le brouillard, la seule strate´gie qui s’oﬀre a` lui pour atteindre le refuge
est de suivre la ligne de plus grande pente qui le conduira au fond de la valle´e.
Avec ces donne´es, peut-il estimer la distance qu’il aura a` marcher pour arriver a` son
but ?
Nous avons de´montre´ le the´ore`me suivant qui permet de re´pondre a` la question.
The´ore`me 4.2. [20, Theorem 1.1, Corollary 6.3] Soit f : R2 → R une fonction C1,1
quasiconvexe coercive. Alors la trajectoire de gradient (4.2) est borne´e, converge vers un
minimum x∞ de f et ve´rifie
long(γ) =
∫ ∞
0
||γ˙(t)||dt ≤ (8π + 2)||x0 − x∞||.
Dans le proble`me pre´ce´dent, le randonneur se de´place sur le graphe (dans R3) d’une
fonction f : R2 → R. Le fait que la valle´e soit ferme´e correspond a` l’hypothe`se de coer-
civite´ (qui empeˆche les trajectoires de partir a` l’inﬁni), l’absence de “plat” oblige les
trajectoires a` aller au fond de la valle´e (sans eˆtre arreˆte´es par un point critique qui n’est
pas un minimum), une fonction quasiconvexe est exactement une fonction dont les sous-
ensembles de niveaux sont convexes, et enﬁn la re´gularite´ de la topographie se traduit
par l’hypothe`se C1,1. Cette dernie`re hypothe`se permet de bien de´fnir les trajectoires dans
le cas quasiconvexe ; dans le cas convexe, cette hypothe`se peut eˆtre relaxe´e (quitte a`
changer (4.2) en une inclusion diﬀe´rentielle, on sait de´terminer les trajectoires de gradient
de fonctions convexes non lisses [Bre´73, CLSW98]).
A` l’aide de l’estimation du the´ore`me, on peut alors re´soudre le proble`me pose´. On a,
en utilisant (4.2),
d
dt
f(γ(t)) = 〈∇f(γ(t)), γ˙(t)〉 = −||γ˙(t)||2,
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et la distance ℓ que le randonneur a a` parcourir est
ℓ =
∫ ∞
0
√
||γ˙(t)||2 + ||γ˙(t)||4dt ≤
∫ ∞
0
||γ˙(t)||dt+
∫ ∞
0
||γ˙(t)||2dt
≤ (8π + 2)||x0 − x∞||+ f(x0)− f(x∞).
Avec ||x0 − x∞|| ≈ 2, 5 km et f(x0) − f(x∞) ≈ 0, 5 km, on obtient ℓ ≤ 69 km. Cela peut
sembler beaucoup mais il peut se consoler en se disant qu’il aurait pu marcher beaucoup
plus si les lignes de niveaux n’avaient pas e´te´ convexes !
En eﬀet, pour une fonction f coercive C∞ non-convexe, la longueur des trajectoires de
gradient peut eˆtre inﬁnie. Palis et De Melo [PdM82, p.14] donnent un exemple ce´le`bre ou`
les trajectoires s’enroulent autour d’un cercle dans le plan. On peut avoir une longueur
inﬁnie meˆme si la fonction a un unique point critique qui est son minimum comme pour f :
R
2 → R donne´e en coordonne´es polaires par
f(r, θ) = e−1/r(1 + r + sin(1
r
+ θ))(4.5)
(cf. [20, Section 7.1]).
Il est surprenant que ce genre de re´sultats dans le cas convexe en dimension ﬁnie ne
soient pas de´ja` connus. Mais ils ne semblent pas e´vidents a` e´tablir (malgre´ nos eﬀorts, nous
n’avons re´ussi a` traiter que le cas de dimension 2) et certains sont contre-intuitifs. Par
exemple, nous avons pu construire une fonction convexe f ayant un unique minimum en
l’origine autour duquel les trajectoires de gradient s’enroulent en spiralant. Cet exemple
montre qu’on ne peut espe´rer une version convexe de la conjecture de Thom qui aﬃrme,
qu’en plus de la convergence de γ(t) vers un point x∞, les directions
γ(t)− x∞
||γ(t)− x∞||
convergent e´galement (cette conjecture a e´te´ prouve´e dans le cas analytique re´el en di-
mension N par Kurdyka, Mostowski et Parusin´ski [KMP00]). La construction d’une telle
fonction f utilise le The´ore`me de Torralba [Tor96] que nous avions de´ja` utilise´ dans [18].
L’ide´e est de commencer par construire une fonction convexe sur le disque unite´ dont une
trajectoire de´vie d’un angle θ > 0 sur l’anneau A(1/2, 1) (borde´ par les cercles centre´s en
l’origine de rayons 1/2 et 1) tout en e´tant radiale pre`s des bords de l’anneau. Ensuite, en
faisant une homothe´tie de rapport 1/2 des ensembles de niveaux de cette fonction dans
A(1/2, 1), puis une rotation de θ de manie`re a` bien recoller les trajectoires, on arrive a`
construire une fonction convexe dont une trajectoire de´vie de 2θ dans l’anneau A(1/4, 1).
Et ainsi de suite. Le proce´de´ de construction est justiﬁe´ par le The´ore`me de Torralba. Cf.
Figure 12 pour une illustration et [20, Section 7.2] pour des de´tails.
Avant de donner une ide´e de la preuve du The´ore`me 4.2, rappelons les re´sultats existants
sur le sujet. Comme nous l’avons dit plus haut, la question de la longueur des trajectoires
de gradient semble peu aborde´e dans la litte´rature, sauf dans le cas analytique car c’est
une conse´quence directe de l’ine´galite´ de  Lojasiewicz (1.41). On peut le voir simplement
par le calcul suivant, pour une trajectoire de gradient γ restant dans U :
− 1
1− ρ
d
dt
f(γ(t))1−ρ = −〈γ˙(t),∇f(γ(t)〉 f(γ(t))−ρ = ||γ˙(t)||2 f(γ(t))−ρ ≥ C||γ˙(t)||,
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Fig. 12
Nous pouvons en conse´quence conclure positivement si f est convexe et satisfait (4.3).
Il existe un autre cas, dans le cadre hilbertien, pour lequel les trajectoires sont de
longueur ﬁnie. Cette question est inte´ressante en analyse fonctionnelle car elle entraˆıne la
convergence de forte de γ(t). Plus pre´cise´ment, Bruck [Bru75] a prouve´ que, pour toute
fonction convexe coercive f : H → R, γ(t) convergeait faiblement vers un minimum de f.
Il est imme´diat de voir que, si la longueur de la trajectoire est ﬁnie, cette convergence est
forte. Ce n’est pas toujours le cas. Baillon [Bai78] construit un contre-exemple dans un
Hilbert pour lequel la convergence est seulement faible. Mais, dans le cas ou` l’ensemble
des minima de f est d’inte´rieur non vide (i.e. contient une boule B(0, r)), alors∫ +∞
0
||γ˙(t)||dt ≤ ||x0||
2
2r
.
Ce re´sultat apparaˆıt sous une forme un peu diﬀe´rente dans Bre´zis [Bre´71, Bre´73] et nous
en donnons une de´monstration e´le´mentaire dans [18, Theorem 27]. Ne´anmoins, le cas du
The´ore`me 4.2, ou` argmin f peut eˆtre re´duit a` un point, n’est pas couvert.
Pour prouver le The´ore`me 4.2, plutoˆt que d’utiliser la convexite´ de f, nous exploi-
tons la convexite´ des ensembles de niveaux de f ; c’est pourquoi le re´sultat reste valable
pour des fonctions quasi-convexes. En fait, nous introduisons la notion de courbes auto-
contractantes (“self contracted”) qui sont des courbes γ : I → R2, ou` I est un intervalle
de [0,+∞) qui satisfont, pour tous t1 ≤ t2 ≤ t3 de I,
||γ(t2)− γ(t3)|| ≤ ||γ(t1)− γ(t3)||.
Le principal re´sultat, qui entraˆıne le The´ore`me 4.2, est le suivant
E´VOLUTION DE FRONTS ET E´QUATIONS DE HAMILTON-JACOBI 59
The´ore`me 4.3. [20, Theorem 1.3] Toute courbe auto-contractante planaire borne´e est de
longueur finie.
La preuve repose sur une e´tude ﬁne de ces courbes a` l’aide de ge´ome´trie e´le´mentaire du
plan. Une ge´ne´ralisation en dimension plus grande que 2 ne´cessiterait d’autres outils.
4.3. Commentaires et perspectives. Pour enchaˆıner sur le paragraphe pre´ce´dent, nous
aimerions bien re´ussir a` prouver le The´ore`me 4.3 en dimension ﬁnie quelconque. Cela ne
semble pas e´vident mais nous pensons que cela doit eˆtre vrai.
Citons quelques re´fe´rences pour l’application de l’ine´galite´ de  Lojasiewicz : pour l’opti-
misation, voir Absil, Mahony et Andrews [AMA05], Bolte, Daniilidis et Lewis [BDL06a],
Attouch et Bolte [AB] ; pour les e´quations diﬀe´rentielles, voir Huang [Hua06]. Concernant
l’application aux EDP, en plus du travail fondateur de Simon [Sim83], citons les travaux de
Chill, Haraux, Jendoubi et Kavian [Jen98b, Jen98a, HJ99, HJ01, HJK03, Chi03, HJ07,
CJ07] et les re´fe´rences qu’ils contiennent. A` la suite de [18], nous avons re´uni tous les
ingre´dients ne´cessaires pour espe´rer obtenir de nouveaux re´sultats de convergence pour
(1.43).
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5. Notations
N : Dans tout le me´moire, N repre´sente la dimension de l’espace RN .
T : De´signe le temps ﬁnal pour le proble`me d’e´volution conside´re´.
A \B : {x ∈ A,x /∈ B} (Ensemble A prive´ de B).
A+B : {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} (Somme des ensembles A et B).
A, int(A), ∂A : De´signe respectivement l’adhe´rence, l’inte´rieur
et le bord topologique (∂A = A \ int(A)) de l’ensemble A.
A ⊂⊂ B : Signiﬁe que B contient strictement A i.e. A ⊂ int(B).
1A : Fonction caracte´ristique de l’ensemble A valant 1 sur A et 0 sinon.
| · | ou || · ||, 〈·, ·〉 : Norme euclidienne et produit scalaire sur l’espace conside´re´ RN
ou l’espace de Hilbert H.
B(x,R) : {y : |x−y|<R} (Boule euclidienne ouverte de centre x et de rayon R > 0).
S(x,R) : {y : |x−y|=R} (Sphe`re euclidienne de centre x et de rayon R > 0).
dist(x,A) : inf
a∈A
|x− a| (distance de x a` l’ensemble A).
I, IN : Matrice identite´ de taille de´pendant du contexte et de taille N .
SN , S+N : Ensembles des matrices syme´triques de taille N et matrices syme´triques
positives. Ces ensembles sont munis de l’ordre usuel :
X ≤ Y ⇔ ∀p ∈ RN , 〈Xp, p〉 ≤ 〈Xp, p〉.
oτ (1) : m(τ) ou` m est une fonction qui tend vers 0 quand τ → 0.
{f = λ} : {x ∈ RN : f(x) = λ} pour toute fonction f : RN → R et constante λ ∈ R.
argmin f : {x : f(x) = inf f} (L’ensemble ou` la fonction f atteint son minimum).
LN , HN : Mesure de Lebesgue et de Hausdorﬀ N -dimensionnelle.
dH(A,B) : Distance de Hausdorﬀ entre les ensembles compacts A et B.
|f |∞ : ess-sup
x∈RN
f(x) (Norme sup de la fonction f : RN → R).
|f |L1(RN ) :
∫
RN
|f(x)|dx (Norme L1 de la fonction f).
C(Ω) : Ensemble des fonctions continues sur Ω.
BUC : Fonctions borne´es uniforme´ment continues
C1,β(Ω) : Ensemble des fonctions C1 sur l’ouvert Ω dont la de´rive´e est
β-ho¨lde´rienne (si β = 1, la de´rive´e est lipschitzienne).
L∞(Ω; [0, 1]) : Ensemble des fonctions mesurables borne´es sur Ω a` valeurs dans [0, 1].
KL(0, r0) :
{
ϕ : [0, r0]→ R+ continue, ϕ(0) = 0, ϕ ∈ C1(0, r0), ϕ′ > 0
}
.
vol(A) :
∫
A
dx (Volume de l’ensemble A ⊂ RN ).
per(A) : HN−1(A) (Pe´rime`tre de l’ensemble A ⊂ RN ).
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